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Resumo

Neste trabalho apresentamos uma teoria de dualidade para o problema de equilibrio (PE)
baseada no conceito de fungoes conjugadas. Desse modo, foram abordados alguns ele-
mentos da teoria de analise convexa, principalmente, o conceito de conjugacao que funda-
menta os resultados apresentados. Além disso, mostramos que a formulagao (PE) inclui,
por exemplo, como caso particular o problema de equilibrio cldssico estudado por Blum e
Oettli e o problema de equilibrio estudado por Flores-Bazan. Também, mostramos alguns
problemas que podem ser escritos sob a formulagao (PE), como por exemplo, o problema
de otimizacao convexa, o problema do ponto fixo, a desigualdade variacional estudada por
Mosco e a desigualdade quasevariacional generalizada estudada por Morgan e Romani-
ello. Aplicamos a teoria de dualidade de (PE) para esses problemas e no caso da aplicagao
do esquema dual de (PE) associado ao problema de otimizagdo convexa obtemos o dual

Lagrangiano classico.

Palavras-chave: Problema de equilibrio, dualidade, anélise convexa, funcao conjugada.



Abstract

In this paper, we present a theory of duality for the equilibrium problem (PE) based
on the concept of conjugated functions. Thus, some elements of convex analysis theory
were addressed, mainly the concept of conjugation that underlies the results presented.
In addition, we show that the formulation (PE) includes, for example, as a particular
case the problem of classical equilibrium studied by Blum and Oettli and the equilibrium
problem studied by Flores-Bazan. Also, we show some problems that can be written under
the formulation (PE), such as the convex optimization problem, the problem of fixed
point, the variational inequality studied by Mosco and the generalized quasi-variational
inequality studied by Morgan and Romaniello. We apply the duality theory of (PE) to
these problems and in the case of applying the dual scheme of (PE) associated with the

convex optimization problem we obtain the classical Lagrangian dual.

Keywords: Equilibrium problem, duality, convex analysis, conjugate function.
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Lista de Simbolos

A seguir, listamos algumas notacoes utilizadas neste trabalho.

=

0a

domf

epi(f)

of(y)

R U {—o0, +00}.
Produto de interno do R".
Funcao indicadora do conjunto A C R".
Dominio efetivo da funcao f.
Epigrafo da funcao f.
Subdiferencial da funcao f em y.
Fungao conjugada da funcao f.
Funcao suporte do conjunto A C R".

Operador ponto-conjunto do R™ no conjunto das partes do R"™.
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Introducao

Neste trabalho consideramos o seguinte problema de equilibrio:

(PE) Encontrar z € D tal que
f(Z,y) + ¢(Z,y) > o(z,x) para todo y € R™.

onde D C R™ é um conjunto nao vazio e f,p : R" x R" — (—o00,+00] sdo bifungoes
estendidas que satisfazem as seguintes condigoes:
a) f(z,z) <0V x e D (generaliza a condigao de equilibrio cldssica);
b) domf(x,-)Ndomy(x, ) # 0V 2 € D (garante valores finitos da funcao f(z,-)+¢(x,-)).

Baseando-se nos estudos de problema de equilibrio, temos que a formulacao (PE) é
bem definida e se torna interessante, pois na condigao (a) temos o contexto usado em
problemas de equilibrio que estao presentes na literatura, por exemplo em [[1], [4],[6]]. J&
com a condi¢ao (b) evitamos o que denominamos de solugoes triviais para o problema

(PE). De fato, se & € D é tal que
f(Z,y) +¢(Z,y) = +o Vy eR"

entao T resolve (PE) trivialmente. Além disso, a condigao b) é uma das hipdteses usadas
por Flores-Bazan [4] para os casos particulares quando ¢ = 0.

Destacamos que o principal foco nesse trabalho é apresentar uma teoria de dualidade
para (PE) baseado no esquema dual proposto no artigo de Jacinto e Scheimberg [6] para

um Problema de Equilibrio Generalizado (PEG) que consiste em:

Encontrar z € D tal que
(PEG)

f(Z,y)+ ¢(@,y) + h(y) > o(Z,T) + h(Z) para todo y € X.

onde D C X é um conjunto nao vazio, X é espaco vetorial real topolégico de Hausdorf,
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fro: X XX — (—o0,+o0] e h: X — (—00,400] s@o bifungoes estendidas que satisfazem
as seguintes condicoes:

a) f(z,x) <0V ze D

b) domf(x,-) Ndomp(x,-) Ndomh # OV x € D;

¢) h é convexa.

Podemos notar que (PE) é seu caso particular de (PEG) quando X = R". O esquema
dual em [6] utiliza-se de conceitos de fungao conjugada e preserva algumas caracteristicas
duais classicas.

No Capitulo 1, estudamos alguns elementos da Anélise Convexa, abordamos a defini¢ao
de fungoes estendidas e, em seguida, apresentamos defini¢coes e algumas propriedades
da conjugacao em Andlise Convexa. Esses tépicos sao de extrema importancia para o
desenvolvimento e compreensao deste trabalho.

No Capitulo 2, mostramos que a formulagao (PE) inclui, por exemplo, como caso par-
ticularo problema de equilibrio cldssico estudado por Blum e Oettli [I] e o problema de
equilibrio estudado por Flores-Bazan [4]. Também, apresentamos alguns exemplos de pro-
blemas que podem ser escritos sobre a formulagao (PE), como o problema de Otimizagao
Convexa, o problema do Ponto fixo e as Desigualdades Variacional e Quasevariacional
Generalizada. Em seguida, introduzimos um esquema dual para (PE), trazendo algumas
caracteristicas duais classicas e as condicoes de otimalidade para a existéncia de solugoes
primais-duais.

No Capitulo 3, apresentamos a aplicacao da teoria de dualidade de (PE) para a Desi-
gualdade Variacional e Desigualdade Quasevariacional Generalizada, a seguir, encontra-
mos a fungao primal-dual associada a formulagao (PE) para o problema do Ponto Fixo.
Para finalizar, encontramos a fungao primal-dual associada a formulagao (PE) para o

problema de Otimizacao Convexa, que em seu caso, fornece o dual Lagrangiano Classico.

12



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo desenvolvemos a teoria basica que nos auxilia na producao dos principais

resultados apresentados neste trabalho.

1.1 Elementos da Analise Convexa

Nesta secao introduzimos alguns elementos da Teoria da Anélise Convexa que servem
como ferramenta no desenvolvimento das demonstragoes dos resultados obtidos neste

trabalho.

Definigao 1.1. ([10], Cap. 3, pag.36) Conjunto Convexo. Um conjunto C' C R" é dito

convexo quando para quaisquer x,y € C' e X € [0, 1] tem-se que, Az + (1 — \)y € C.

Na figura abaixo, ilustramos um conjunto convexo e nao convexo.

Figura 1.1 Conjunto convexo e nao convexo

Exemplo 1.1. Os pontos, os segmentos de reta e os subespacos vetoriais sao conjuntos

convexos no R™. Bem como, o préprio R™ e o conjunto vazio ().
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1. Preliminares

Exemplo 1.2. As bolas abertas e fechadas sao conjuntos convexos do R™. De fato,
considere a bola fechada Bla,r] = {x € R* : ||z —al|| < r} com qualquer norma em R™.

Dados x,y € Bla,r] e A € [0,1] note que,
| Az + (1 =Ny]—al| = [[]Az+ (1 =Ny —[Aa+ (1 =A)a] [| < M|z —al|+ (1 =N)[ly—al| <7

Assim Az + (1 — )y € Bla,r] para todo x,y € Bla,r] e A € [0,1]. Logo, o conjunto
Bla,r] é convexo. De modo andlogo, se obtém que B(a,r) = {x € R" : ||z —a|| <}

também é convexo.
Abaixo mostramos que a interse¢ao de conjuntos convexos é um conjunto convexo.

Proposicao 1.1. ([5], Cap. 3, pag. 70) Sejam C; C R™, i € I, conjuntos convexos,
onde I é um conjunto qualquer (possivelmente infinito). Entao, a intersegao C' = N;erC;

também é um conjunto convexo.

Demonstracao. Sejam x,y € C. Pela definicao da intersecao, z,y € C; para todo i € I.
Como os Cy, i € I, sdo convexos logo, Ax + (1 — Ay € C; para qualquer A € [0, 1] e todo

i € I. Assim, pela definigdo da intersegao, Ax + (1 — \)y € C, ou seja, C' é convexo. [
A seguir, definimos quando uma funcao é dita convexa.

Defini¢ao 1.2. ([I0], Cap. 3, pag. 40) Fungao Convexa. Seja C' C R" um conjunto
nao vazio convexo. Dizemos que f : C — R é uma funcao convexa em C quando para

todo z,y € C e X\ € [0, 1] tem-se

Oz + (1 =Ay) <Af(z)+ (1= M) f(y) (1.1)

A fungao f é dita estritamente convexa quando vale a desigualdade estrita em (|1.1))

para quaisquer x # y em C.

Exemplo 1.3. A fungao f : R — R definida por f(x) = 2% é convexa sobre R. De fato,

para quaisquer z,y € R e A € [0, 1] vale,

fOr4+(1=XNy)=Qz+1-Ny)*=y+ Mz —y))* =y +2y\z —y) + N(z —y)* <
y? 42y —y) + Mz — ) = A® + (1 = N> = M(2) + (1 = N) f(y).

Abaixo definimos o epigrafo de uma funcao e, em seguida, trazemos um teorema que

evidencia a relagao da convexidade de conjuntos e de fungoes.
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1. Preliminares

Defini¢ao 1.3. ([5], Cap. 3, pag. 66) O epigrafo da funcio f : C C R* - R é o
conjunto,

epi(f) = {(z,r) e C xR : f(z) <r}.

Teorema 1.2. ([J], Cap. 3, pag. 67) Seja C C R™ um conjunto convexo. Uma fun¢ao

f:C =R é convexa em C se, e somente se, epi(f) € um conjunto convero em R™ x R.

Demonstra¢ao. =) Como f é convexa em C' temos por definicdo que dados z,y € C e
A € [0,1] temos
fOz+ (1= Ny) <Af(x)+ (1 =N f(y) (1.2)

Agora, sejam (z,71), (y,7r2) € epi(f). Como f(x) <rye f(y) < ry, entdo em ([1.2)) fica
fOx+ (1 =XNy) < Arp + (1= XN)rs.

Observe que, A(z,71) + (1 — A)(y,m2) = Az + (1 — Ny, Ary + (1 — X)rg) € epi(f) logo,
epi(f) é convexo.

<) Reciprocamente, suponha que o epi(f) é convexo. Sejam z,y € C' quaisquer, é
evidente que (z, f(x)), (y, f(y)) € epi(f). Agora, pela convexidade do epi(f), para todo
A € [0, 1] temos que

Az + (1 =Ny, Af(2) + (1= A f(y) = Az, f(2) + (1 = Ny, [(y)) € epi(f)
Pela definigao do epi( f), isto é equivalente a dizer que f(Az+(1—=N)y) < Af(z)+(1-N) f(y)
logo, f é convexa. n
A seguir, apresentamos a caracterizacao do subgradiente de uma fungao convexa.

Defini¢ao 1.4. ([12], Cap. 5, pdg. 73) O subgradiente de uma funcao convexa.
Seja f : R™ — R convexa. Dizemos que £ € R" é um subgradiente de f no ponto y € R"

Se

F) > f)+ (z—y, ) VzeRM

O conjunto de todos os subgradientes de uma func¢ao f em y chama-se Subdiferencial

de f em y e denota-se por

of () ={E€R™ f(2) > f(y) + (z =y, &) Vz e R"}.

15



1. Preliminares

Abaixo apresentamos um teorema sobre uma das propriedades do sudiferencial de uma

fungao convexa.

s

Teorema 1.3. [2] Seja f : R" — R uma fun¢ao convera. Entdo, o conjunto Of(y) é

convexo e compacto para todo y € R™.
Demonstrag¢ao. Ver a demonstracao em [2] no Capitulo 1, pdgina 19. O
A seguir, abordamos como as fungoes convexas sao especiais em Otimizagao.

Teorema 1.4. [J] Teorema de minimizagcao convexa. Sejam C C R™ um conjunto
convezo e f: C — R uma fungao convexa em C. Entao, todo minimizador local é global.

Se f € estritamente convexra, nao pode haver mais de um minimizador.
Demonstragao. Ver a demonstragao em [5] no Capitulo 3, pagina 68. n

Teorema 1.5. ([5], Cap. 3, pdg. 157) Condic¢ao de otimalidade para minimizagdo
de uma func¢ao convexa num conjunto convexo. Sejam C' C R"™ um conjunto
convexo e f : C'— R uma funcao convera em C. Entao, T € R™ € um minimizador de f

em C se, e somente se, 0 € Of(Z).

Demonstracao. Seja z € R™ um minimizador de f em C se, e somente se, para todo x € C

temos,

f(@) = f(z) = [(Z) + (z — 7,0)
logo, 0 € 0f(z). O
No exemplo abaixo ilustramos a aplicacao do Teorema ([1.5]) .

Exemplo 1.4. Seja f : R — R definida por f(z) = |z|. Encontramos o subdiferencial da

fem z.

Observe que Z = 0 é o (linico) minimizador (global) e que por defini¢ao o subdiferencial
de f em x é,

Of(x) ={€ e R;[y| = |z| + (y — x)§, Vy € R}

Assim, 0f(0) = {¢ € R;|y| > y&, ¥V y € R} logo, temos duas situagoes a ser analisadas,
para y = 0 temos 0 > 0.£ e para y # 0 temos y > 0 ou y < 0. Para y > 0 temos y > y.£
assim,

y(1 -8 >0s (1 -¢) > 0entdo 1 >¢.
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1. Preliminares

e para y < 0 temos —y > y.£ assim,
—y(1+¢£) >0< (1+£) >0entdo § > —1.

Portanto, o subdiferencial de f em x é:

—1,sex <0
Of(x) =<4 [-1,1], sex =0

1, sex >0

Note que, em particular 0 € Jf(z) e 0 ¢ df(z) para todo x # .

1.2 Funcao Estendida

Nesta secao apresentamos a definicao de Funcao Estendida que é relevante para este
trabalho. Introduzimos, propriedades da funcao indicadora de um conjunto A C R™ que
¢ um exemplo importante de funcao estendida.

Uma fungao f diz ser estendida quando a mesma pode atingir valores —oo ou +o0,
ou seja, se para algum y € R™ pode-se ter f(y) = —oo ou f(y) = +0o. Denotamos este
tipo de funcdo como f : R* =+ R = RU {—0c0 ,+0o0}, o dominio efetivo de uma funcao

estendida é definido em ([12], Cap. 5, pag. 63) por
domf :={y e R": f(y) < +oo}.

Definicao 1.5. ([12], Cap. 5, padg. 63) Uma funcio estendida f : R® — R é prépria
quando o domf # () e f(y) > —oc para todo y € R™. Quando f nao é prépria diz-se que
¢ imprépria.

Agora, abordamos a semicontinuidade inferior de uma funcao estendida.

Definigao 1.6. ([I0], Cap. 5, pdg. 59) Semicontinua inferior. Seja f : R" — R uma
funcao, f é dita semicontinua inferior (s.c.i.) em y € R" se, para cada r € R com f(y) > r
existe uma vizinhanca U(y) de y tal que f(z) > r para todo z € U(y). A funcao f é dita

s.c.i. se ela é s.c.i. em cada ponto do R".

Observacgao 1.1. Segue por definicao que uma funcao continua é s.c.z.

17



1. Preliminares

Agora, na proposicao abaixo mostramos que o supremo de funcoes convexas S.c.is.

também é uma funcao convexa s.c.i.

Proposicao 1.6. ([12], Cap. 5, pdg. 64) Sejam f; : R® — R,i € I, fungdes convexas
s.c.is., onde I é um conjunto qualquer (possivelmente infinito). Seja f : R” — R definida
por

f(x) = sup fi(x),

icl

entao f é convexa s.c.i.

Demonstragao. Seja xy € R™ qualquer fixo e para cada r € R tal que f(zq) > r vale que
f(xo) = sup,e; fi(xo) > 7. Assim, existe ig € [ tal que V i > ¢ temos que fi(zo) > r. Em
particular, f; (zo) > r. Logo, como f;, é s.c.i. em xy, exste U (zo) tal que V z € U, (o)
vale que f;,(z) > r. Portanto, da definicao da f segue que V z € U, (o) temos que
f(2) = sup;es fi(2) > fi,(2) > r. Logo, f é s.c.ii. em xg, como zy é arbitrario entao f é
s.ci. B importante obervar que se existe um y € R™ tal que f(y) = 400 > fi(y) Vi€ I,
usando de novo a semicontinuidade das f;s e o mesmo argumento acima temos que f é
s.c.i. em y, logo f é s.c.i.

Agora, provamos a convexidade, primeiramente observe que se existe um x € R” tal

que f(x) = +o0. Assim, sejam x,y € R" e A € [0, 1]

fz+ (1 =XNy) = supie; fildr + (1= A)y)

sup;e; Afi(z) + (1 = A) fi(y)
Asupes fi(@) + (1 — A) supies fi(y)
Af (@) + (1= A)f(y),

IN A

entao f é convexa.
Agora, para f(z) < 400 iremos provar pelo fato de que o epigrafo do supremo é a
intersegao dos epigrafos das fungoes que definem o supremo, ou seja, epi(f) = Nier epi(fi).

Seja (z,7) € epi(f) temos que f(x) < r e da definicao da f vale,

r > f(a) = sup fila) > filx)Viel

il

logo, r > f;(x) ¥V i € I isso implica que (x,r) € epi(f;) Vi € I, entdo (x,r) € Nics epi(f;).

Agora, seja (x,r) € Nier epi(f;) entdao (x,r) € epi(f;)V i € I, assim temos que

18



1. Preliminares

filr) <rViel, logo
f(z) =sup fi(z) <7

il
isso implica que f(z) < r, entdo (z,r) € epi(f). Portanto, temos que epi(f) = Nier epi(f;).
Pela convexidade de f;, os epi(f;), i € I, sdo convexos (Teorema ([1.2)) ). Logo, a intersegao
deles é um conjunto convexo (Proposicao (1.1])). Entéo, epi(f) é convexo e usando de novo

o teorema (|1.2)) concluimos que f é convexa. O

Exemplo 1.5. Quando I é finito observamos que o

F(r) = sup fi(x) se torna. f(x) = max fi(x),
i€l 1€

entao o maximo de fungoes convexas é convexa.

A seguir, apresentamos a definicao de funcao indicadora de um conjunto A C R™ que

¢ um exemplo importante de funcao estendida.

Definicao 1.7. ([12], Cap. 5, pag. 64) Seja A C R"™ nao vazio. A funcao indicadora
54 :R™ = R de A é definida por
0, seye A
da(y) =
+oo, sey ¢ A
Observagao 1.2. Note que a funcao indicadora é uma funcao prépria, pois A é nao vazio

e temos d4(y) > —ooVy € R™
Proposicao 1.7. ([12], Cap. 5, pag. 64) Seja A C R™ ndo vazio e 54 : R® — R a funcao
indicadora de A. Entao d4 é convexa se, e somente se, A é convexo.

Demonstra¢ao. =) Suponha que 04 é convexa, mas A nao é convexo. Assim, se z,y € A

e A € [0, 1] sdo tais que A\x + (1 — A\)y ¢ A. Por defini¢do temos,
da(x) =0, da(y) =0, da(Az+ (1= AN)y) = +o0

logo, da(Ax+ (1 —A)y) = 400 > 0= Ada(z) + (1 —N)da(y) o que é uma contradi¢ao, pois
04 por hipdtese é convexa. Portanto, A é um conjunto convexo.
<) Reciprocamente, suponha que A é um conjunto convexo, assim pela definigao de

convexidade temos que para quaisquer xz,y € A e A € [0,1] tem-se \x + (1 — \)y € A.
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Assim, temos d4(Az + (1 — A)y) = 0 = Ada(z) + (1 — A)da(y). Observe que se x € A,
y € R"\Aelr+(1—- Ny R"\A temos que para todo A € [0, 1]

(5,4()\23 + (1 — /\)y) = 400 = )\5,4(26) -+ (1 — )\)(SA(y)

Portanto, §4 é uma fungao convexa. m

1.3 Conjugacao em Analise Convexa

Nesta secao introduzimos algumas nocoes de Conjugacao de fungoes em Anadlise Con-
vexa de importancia, tedrica e pratica, para o desenvolvimento dos principais resultados

apresentados neste trabalho.
Defini¢ao 1.8. ([12], Cap. 6, pdg. 84) Funcao Conjugada. A fungao conjugada da
f:R* =R éafuncao f*: R® — R definida por

f1(€) =sup{(&y) — fly)}, VEER"

yeR”

que ¢é equivalente a,

f1(§) =— inf {f(y) — (v}, VEER™

yeRn

Exemplo 1.6. Seja f : R — R definida por f(y) = |y|, calculamos sua conjugada. Por

definicao temos,

(€)= sgﬂg{éy — |y} VEeR.

Observe que, se y > 0 temos &y — |y| = &y —y = (£ — 1)y entdo, se & < 1 temos
sup,cri(§ — 1)y} = 0 e se & > 1 temos sup,cp{({ — 1)y} = +oc. Agora, se y < 0 temos
y—lyl =&y +y=({+ 1)y entdo, se £ > —1 temos sup,p{({ + 1)y} =0ese & < —1
temos sup,cg{(§ + 1)y} = +oo. Portanto, a conjugada de f ¢

0, se ¢l <1
f1(€) =
+o0, se [ > 1.

Exemplo 1.7. Vamos obter a fungao conjugada da funcao indicadora de um conjunto
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A C R"™. De fato, sabemos que por definicao temos

04(€) = sup{(&,y) —0a(y)},V & € R™.

yEeR™

Assim, para y € A temos 04(y) = 0 e para y ¢ A temos da(y) = +oo. Logo, segue-se que

a conjugada de 4 é a Fungao Suporte do conjunto A, ou seja,

54(&) = sup{(&,»)},V { € R™.
yeA

Proposicao 1.8. ([I2], Cap. 6, pag. 85) Dada as funcdes f, g : R® — R e suas conjugadas
f*,g* : R® = R, temos

i) Se f(y) = 400 para todo y € R", entao f*(§) = —oo para todo £ € R™.

ii) A conjugada f* é uma fungao convexa e s.c.i.

iii) Se f(y) < g(y) para todo y € R", entao f*(§) > ¢*(&) para todo £ € R™.

iv) Seja f : R® — R prépria, entao

inf {f(y)} = —f"(0).

yeR™

Demonstragao. i) Segue por defini¢ao.

ii) De fato, para y € domf temos que f* é o supremo da familia das fungdes afins
continuas (-,y) — f(y), como fungoes afins sdo convexas, entao temos que f* é supremo
de funcoes convexas e pela observagao temos que as fungoes continuas sao fungoes
s.c.ig. assim f* é o supremo de fungoes convexas e s.c.is. logo pela proposicao fré
convexa € S.c.1.

iii) De fato, como f(y) < g(y) para todo y € R™, entao (&,y) — f(y) > (£, y) — g(v)

para todo y, & € R™. Assim, pegando o supremo em y de ambos os lados temos,

€)= sup{(&,y) — f(y)} = sup{(&v) — 9(v)} = g" (),

yEeR™ yeR™

entao f*(£) > g* (&) para todo £ € R™.

iv) Com efeito, pela defini¢cdo da conjugada temos,

f1(€) = sup{(&y) — fly)} YVEER,

yER™
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entao tomando & = 0 temos,

f7(0) = sup{(0,y) — f(y)} = sup{—f(y)} = — inf {f(y)}

yER® yeRN yeRr™

logo, inf,crn{f(y)} = —f*(0). ]

Outra consequéncia imediata da defini¢ao de conjugada (Defini¢ao ((1.8])) é que

)=y —flyy VyeR"VEeR"

O que é equivalente a,

FFO+fy) =&y VyeR"'VEeR" (1.3)

que é conhecida como Desigualdade de Fenchel ([12], Cap. 6, pag. 87). A seguir,
trazemos o teorema que estabelece critérios para que ocorra a igualdade em (1.3]) chamada

de Igualdade de Fenchel onde as fungoes f e f* sao finitas.

Teorema 1.9. ([12], Cap. 6, pdg. 87) Sejam f : R™ — R uma funcdo convera e y € R"

um ponto onde —oo < f(y) < +oo. Entao,

§ € 0f(y) se. e somente se, f*(§) = (§,y) = f(y)-

Demonstra¢ao. =) Suponha que £ € df(y), por defini¢ao temos

FR)>f)+ -y, VzeR"

como —oo < f(y) < 400, entdo reescrevendo a igualdade acima obtemos,

(,€) — fly) > (2,6) — f(z) Vz € R"

assim, tomando o supremo em 2z obtemos,

(y,€) = fy) = sup{(z,&) = f(2)} = [7()

zeR™

logo, (y,&) > f*(&) + f(y), mas pela Desigualdade de Fenchel temos f*(£)+ f(y) > (v, &).
Entdo, f*(£) + f(y) = (y,£) sempre que £ € 9f(y).
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) Reciprocamente, suponha que £*(€) + £(3) = (4,£) logo, *(€) = (4,€) — £(¥).
Pela definigdo de conjugada temos f*(£) > (z,&) — f(2) ¥V z € R™ o que implica em,

(y, &) — fly) > (z,6) — f(z) V z € R"

o que é equivalente a f(z) > f(y) + (z —y,§) ¥V z € R" logo, £ € Of(y). O

Corolario 1.10. Seja f : R® — R uma funcio convexa prépria, entdo f* : R* — R é

uma funcao convexa prépria.

Demonstracao. De fato, como f é convexa prépria pelo teorema acima o domf* # (.
Além disso, exsite um y € domf onde (£,y) — f(y) > —oo logo f*(§) > —oo para todo
¢ € R" entao f* é prépria. Agora, a convexidade da f* é provado no item ii) da proposigao

1.8)), assim temos que f* é convexa prépria. O
) q prop
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Capitulo 2

Dualidade para um problema de

equilibrio

Neste capitulo mostramos alguns exemplos de problemas que podem ser escritos sob a
formulacao (PE), dentre eles, o problema de equilibrio cldssico estudado por Blum e Oettli
[1] e o problema de equilibrio estudado por Flores-Bazan [4]. Em seguida, introduzimos o
esquema dual para (PE) baseado no esquema dual proposto por Jacinto e Scheimberg [0]
que preserva algumas caracteristicas duais classicas, também apresentamos as condigoes
de otimalidade para a existéncia de solugoes primais-duais. Vale lembrar que (PE) consiste

em:
Encontrar z € D tal que

(PE) ;
f(Z,y) + ¢(z,y) = (T, Z) para todo y € R”

onde D C R™ é um conjunto nao vazio e f,p : R" x R" — (—o00,+00] sdo bifungoes
estendidas que satisfazem as seguintes condigoes:

a) f(x,x) <0V ax € D (generaliza a condigao de equilibrio classica);

b) domf(z,-)Ndomyp(x,-) # OV x € D (garante valores finitos da fungéo f(z,-)+¢(z,-)).

2.1 (PE) e Alguns exemplos

Nesta segao mostramos alguns exemplos de problemas que podem ser escritos como

problema de equilibrio sob a formulagao (PE) e evidenciamos a equivaléncia na solugao.

Problema de Equilibrio Classico

Nos estudos de Blum e Oettli [I] temos a formula¢ao do Problema de equilibrio cldssico
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2. Dualidade para um problema de equilibrio

que consiste em:

Encontrar z € K tal que
(PEC) )

fi(z,y) > 0 para todoy € K

onde K C R"™ é um conjunto nao vazio convexo fechado e f; : K x K — R satisfaz
filz,z)=0Vz e K.
Podemos notar que o problema (PEC) é um caso particular de (PE). De fato, consi-

derando D : =K ,p=0e

f(z,y) = fi(zy), sex,y e K

+00, C.C.

Assim, temos

Encontrar z € D tal que
(PEC)l 9

[(Z,y) +o(Z,y) > ¢(Z,T) para todo y € R”

onde D # () e as fungoes f, ¢ verificam:
2) fla,2) = fulw,x) =0V z € D;

b) Para cada z € D tem-se que,

domf(x,-) Ndome(z,-) = domy f(x, ) NR" = domfi(z,:) = K #0

Além disso, os problemas (PEC); e (PEC) sao equivalentes no seguinte sentido.
Lema 2.1. Um ponto Z resolve (PEC); se, e somente se, Z resolve (PEC).

Demonstra¢ao. =) Seja T € R™ solucao de (PEC);, entao & € D logo, = € K e f(Z,y) +
o(Z,y) > p(Z,z) ¥y € R". Como ¢ =0 entao f(z,y) >0V y e R™ Observe que, para
y € K temos f1(z,y) = f(Z,y) > 0V y € K. Portanto, = é solugao de (PEC).

<) Reciprocamente, seja & € R” solugao de (PEC), entdao = € K e temos f(Z,y) =
fi(z,y) >0V y € K, como a ¢ =0 entao f(z,y) +¢(Z,y) >0=p(Z,z)Vy € K. Além
disso, quando y ¢ K temos f(z,y) +¢(Z,y) = 00 > 0= ¢(z,z) V y € R"\ K. Portanto,
T é solugao de (PEC);.
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Problema de Equilibrio Flores-Bazan

Consideramos o seguinte problema de equilibrio estudado por Flores-Bazén [4]:

Encontrar z € K tal que
(FB) )

fl(jay) + @1('%71/) > @1(537*%) para todo Y€ K
onde K C R™ é um conjunto nao vazio convexo fechado, as fungoes f; : K x K — R,
11 K X R" — (—00, +00] tais que fi(xz,x) =0 e K Ndomy;(x,-) # 0 para todo y € R™.
Podemos notar que o problema (FB) é um caso particular de (PE). De fato, conside-

rando D = K,

Foy) = fi(z,y), sex,y € K

+o00, c.c.

e p(x,y) = pi(r,y) + ok (z).

Assim, temos

Encontrar z € D tal que
(PE) )

f(Z,y) +o(Z,y) > ¢(Z,7) para todo y € R™.

onde D # () e as funcoes f, ¢ verificam:
a) f(z,z) = fi(z,r) =0V z € D;

b) Para cada x € D tem-se que,
domf(x,-) Ndome(x, ) = K Ndomp(z, ) # 0

Além disso, os problemas (PE) e (FB) sao equivalentes no seguinte sentido.
Lema 2.2. Um ponto Z resolve (PE) se, e somente se, T resolve (FB).

Demonstragao. =) Seja T € R™ solucao de (PE), entdao T € D e f(Z,y) + ©(T,y) >
o(z,7) ¥V y € R". Note que temos T € K e para y € K temos fi1(Z,y) + p1(Z,y) =
f(Z,y) +e(@,y) > o(Z,T) = p1(Z,T) Vy € K. Portanto, Z é solugao de (FB).

<) Reciprocamente, seja & € R" solucao de (FB), entao z € K e fi(z,y) + ¢1(Z,y) >
¢01(Z,z) Yy € K. Note que temos = € D e para todo y € K f(Z,y) + ¢(Z,y) > ¢(z,T).
Agora, sejay ¢ K temos pela defini¢ao da f e ¢ que, f(Z,y)+¢(Z,y) = (+00)+p1(T,y) >
©1(7,%) = (T, x) para todo y € R"\ K. Portanto, f(Z,y) + ¢(T,y) > ¢(Z,Z) V y € R",

assim Z é solucao de (PE). O
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Problema de Equilibrio Real

Considere o seguinte problema,

Encontrar z € R tal que
(PR) )
fi(z,y) > 0 para todoy € R

onde f; : R x R — R definida por fi(z,y) := —22? + y?. Graficamente, f; é:

Escrevendo (PR) sob a formulagao (PE) basta considerarmos: D :=R e
fr9 R xR — (o0, +oc] definida por f(z,y) := fi(z,y), ¢(x,y) := 0r(y).

Assim, temos

Encontrar z € D tal que
(PR),

f(Z,y) +e(Z,y) > ¢(Z,7) para todo y € R ,

onde D # () e as fungoes f, o verificam:
a) f(z,x) = fi(z,z) = =222 + 2> = —2* <0V x € D;

b) Para cada x € D tem-se que,
domf(z,-) Ndome(z, ) = domfi(x, ) "R =domfi(z,) =R #

Além disso, os problemas (PR); e (PR) sao equivalentes no seguinte sentido.
Lema 2.3. Um ponto Z resolve (PR); se, e somente se, Z resolve (PR).

Demonstracao. =) Seja T € R solucao de (PR)y, entao & € D e f(z,y) + ¢(z,y) >
©(z,z) ¥ y € R. Note que temos T € R e y € R temos f(z,y) = fi(z,y), ¢(ZT,T) =
0r(Z) = 0 e p(Z,y) = 0r(y) = 0. Logo, fi(Z,y) = f(z,y) > 0V y € R. Portanto, z ¢é
solugao de (PR).
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<) Reciprocamente, seja = € R solugdo de (PR), entao z € Re f1(Z,y) >0V y € R.
Note que temos z € D e para todo y € R, ¢o(z,y) = dr(y) = 0, f(z,y) = f1(Z,y) e
f(Z,y) + (@, y) > 0= p(z,z). Portanto, T é solugao de (PR);. O

Otimizacao Convexa

Consideramos o seguinte problema de programacao nao linear [9] dado por:

(P)min¢(y) tal que g;(y) <0i=1,....m
yeK

onde as funcoes ¥, g : R” — R sao convexas e K C R" é um conjunto nao vazio convexo
fechado tal que K N{y € R": g;(y) <0,i=1,...,m} # (.

Subtituindo (P) pelo problema:

Encontrar v = (7, Z) € F tal que

o(v,w) > p(v,v) para todo w = (y,u) € E 7

Y(y) + e (9(y) +u) + 0x(y), seu € RY

p(v,w) =
+00, se u ¢ R

A i-ésima componente da fun¢ao g(y) +u : R" x R™ — R™ é ¢;(y) + u;. Observe
que u nao é uma variavel de folga clédssica [I1], pois nao exigimos g(y) + v = 0, mas sim
g(y) + u < 0. Assim, u é uma variavel de quase-folga.

Note que, o problema (P;) é um problema (PE) onde f = 0. Além disso, os problemas

(P) e (Py) sao equivalentes no seguinte sentido.

Lema 2.4. Um ponto = € R™ resolve (P) se, e somente se, existe z € R™ tal que (7, 2)

resolve (P1).

Demonstra¢ao. =) Seja & € R™ uma solugao de (P) entao & € K e verifica-se
v(y) 2 (@) Vy e K (2.1)
e g(z) < 0. Agora, considere v = (7, Z) com Z = —g(Z) temos que z € R"" assim,

p(v,0) = (%, —9(7)), (T, —9(7))) = »(Z) + brm (9(T) — 9(T)) + 0k () = (Z)
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Entao por (2.1)) e pela definigdo da ¢ temos que para todo w = (y,u) € F,

(v, w) > p(v,0) (2.2)

Portanto, v = (Z, Z) com zZ = —g(Z) é uma solugao de P;.

<) Reciprocamente, seja v = (Z, zZ) uma solucao de Py, logo v € E e verifica-se que
(v, w) = o(0,0) Vw=(y,u) € E (2.3)

Desde que ) seja finita e o conjunto K é nao vazio, da definicao da ¢ e da desigualdade

([2-3). temos que +oo > ¢(v,9). Logo,
re K, g(z)+z2eR"”, ZeRY ep(v,0) =19(T)
Assim, ¢g(z) € R™ entao g(z) < 0 portanto, para w = (y,u) com
ye K, gly) +ueR"”, ueRY

temos (0, w) = ¥(y). Assim, pela desigualdade (2.3) temos ¥ (y) > ¥(Z) V y € K.
Portanto, = é solucao de (P). O
Problema do Ponto Fixo

Considere o Problema de Ponto Fixo [I] como

Encontrar z € K tal que
(PPF) ,

r=Tx

onde K C R"™ nao vazio convexo fechado e T': K — K uma aplicacao qualquer.

Escrevendo (PPF) sob a formulagao (PE) basta considerarmos:

D =K, f(z,y) == (x =Tz, y — z) e p(x,y) := dk(y)

Assim, temos

Encontrar z € D tal que
(PPF), :

f(Z,y) +¢(Z,y) > ¢(Z,7) para todo y € R”
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onde D # () e as funcoes f, ¢ verificam:
a) f(x,x) = (x —Tx,x —x) =0V 2z € D;

b) Para cada x € D tem-se que
domf(z,-) Ndomp(z, ) =R"NK =K #

Os problemas (PPF); e (PPF) sao equivalentes no seguinte sentido.
Lema 2.5. Um ponto z resolve (PPF); se, e somente se, Z resolve (PPF).

Demonstragao. =) Seja & € R™ solu¢ao de (PPF);, entdo z € Dez € K e f(Z,y) +
o(Z,y) > 0= p(z,z) Vy € R". Observe que, para y € K temos que f(Z,y) + ¢(Z,y) =
f(Z,y)+0>0=p(z,7)Vy € K. Logo, f(Z,y) >0Vy € K.

Portanto, f(z,y) = (z — TZz,y —x) > 0V y € K, logo tomando y = TZ temos
(z —Tz, Tz —z) = —||z —Tz|> > 0 & ||z — TZ||* <0, entdo T = TZ logo, T ¢ solugao
de (PPF).

<) Reciprocamente, seja & € R" solugao de (PPF) entdao z € K ez =Tz, logo = € D
e f(z,y) = (T —Tz,y —x) = 0 e ¢(z,z) = 0x(Z) = 0. Observe que, pela definigdo
da ¢, temos que V y € R™ a ¢(Z,y) > 0 = ¢(Z,Z). Portanto, temos que V y € R a
f(Z,y) +e(@,y) > 0= p(z, ), entdo T é solucao de (PPF);. O

Desigualdade Variacional
Para o Problema de Desigualdade Variacional utilizaremos a formulac¢ao de Mosco [§]

que é dada por:

Encontrar z € domA tal que
(DV) :
(A(Z),y — =) + 2(y) > 2(Z) para todo y € R™.

onde A : domA C R®™ — R"™ é um operador localmente convexo, z : R" — (—o0, +0o0] é
uma funcao prépria convexa s.c.i. sao tais que domA N domz # ().

Escrevendo (DV) sob a formulacao (PE) basta considerarmos D := domA N domz,

[, y) = (A2), y = ) + daoma(@) € (2, y) = 2(y)
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Assim, temos

Encontrar z € D tal que

(Dv)l _ 9
f(Z,y) + (T, y) > o(z,7) para todo y € R"

onde D # () e as fungoes f, ¢ verificam:
a) f(x,x) = (A(x),x — z) + dgoma(z) =0V z € D;

b) Para cada x € D tem-se que

domf(x,-) Ndome(z,) = R" Ndomz = domz # ()

Os problemas (DV); e (DV) sao equivalentes no seguinte sentido.
Lema 2.6. Um ponto Z resolve (DV); se, e somente se, Z resolve (DV).

Demonstracao. =) Seja & € R™ solucao de (DV)y, entdo = € D e f(Z,y) + »(T,y) >
o(z,z) Yy € R". Logo, T € domANdomz e f(z,y) = (A(Z),y — ) < 4+00. Assim,

observe que, para y € domz temos que ¢(Z,y) = z(y) < +00, ¢(Z,Z) = 2(T) < +oo e

(A(Z),y — 2) + 2(y) = 9(Z,2) = 2(2) V y € domz,

entao (A(Z),y — =) + 2(y) > 2(z) Yy € R". Logo, & é solugao de (DV).

<) Reciprocamente, seja T € R™ solucao de (DV), entao z € domA e (A(Z),y — ) +
2(y) > z(z) Vy € R". Como Z € domA, entao f(Z,y) = (A(Z),y — T) + Saoma(r) < +00.
Note que se T ¢ domz isso implica que paray € domz, +00 > (A(Z),y—2)+2(y) > 2(Z) =
+00 o que é absurdo, logo T € domz. Assim, temos que = € domA N domz, logo € D.
Agora, observe que se y ¢ domz temos ¢(Z,y) = +o00 e p(Z,7) = 2(Z) < +o0. Logo,
f(@y)+e(@,y) > (x,z)Vy € R"\domz. Sey € domz temos p(Z,y) = 2(y) e (T, T) =
2(Z) < +o00. Logo, f(Z,y) + ¢(Z,y) > ¢(Z,T) Vy € domz. Portanto, temos que T € D e
VyeR™ f(Z,y) +¢(Z,y) > ¢(Z,T), assim T é solu¢ao de (DV);. O

Desigualdade Quasevariacional Generalizada

Para o Problema de Desigualdade Quasevariacional Generalizada utilizamos a for-
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mulagao de Morgan e Romaniello [7] que é dada por:

(DQVC) Encontraf T € G(z) tal que £ € A(T) |
satisfazendo (£, y — ) > 0 para todo y € G(Z).
onde G, A : R" — P(R™) sdo operadores ponto-conjunto tal que G(x) é um conjunto
convexo para todo x € R". E é natural assumir que {(z,¢) : z € G(x),§ € A(x)} # 0,
isto é, o conjunto dos pontos fixos da G e o domA sejam nao vazios.
Escrevendo (DQVG) sob a formulacao (PE) basta considerarmos: £ := R" x R",

D:={v=(2,§) € E=R"XR": 2 € domG,¢ € A(x)}, f,po: Ex E — (—00,+]
definidas por:

fo,w) = f((2,8),(y,p) ==&,y —x) + dp(v) e p(v,w) = p((z,€), (y, ) := ) (y)-

Assim, temos

Encontrar o = (z,€) € D tal que
(DQVG)l )
f(o,w) + p(v,w) > (v, ) para todo w = (y, p) € E.

onde D # () e as fungoes f, ¢ verificam:
2) F(v,0) = (6.2 —2) =0V v € D:
b) Para cada v = (2,£) € D tem-se que z € domG e & € A(z), logo

domf(v,-) ={w=(y,p) € E:({y —x) < +oo} = E;

domp(v,-) = {w = (y,p) € E: dg()(y) < +o0} = G(x) x R" # )

Assim,

domf(v,-) Ndomp(v,-) = EN(G(z) x R™) # (.

Os problemas (DQVG); e (DQVG) sao equivalentes no seguinte sentido.

Lema 2.7. Um ponto v = (z,£) resolve (DQVG); se, e somente se, z é uma solugao do

(DQVG).

Demonstragao. =) Seja v = (Z,€) € E solucao de (DQVG)y, entdo f(v,w) + ¢(v,w) >

©(v,07) Yw € E. Como v € D entdo 7 € domG e £ € A(Z). Logo, existe um z € G(Z) tal
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que para @ = (z,§) tem-se que p(v,w) = p((Z,€), (2,£)) = dg@)(2) = 0. Agora, fazendo

assim, pela segunda desigualdade em e a definigdo da ¢ obtemos +00 > (v,0) =
dc(#) (@) = 0 logo, = € G(z). Assim, considerando y € G(Z) e w = (y,p) obtemos
€,y —T) +o(v,w) > o(v,0) Yy € G(Z) logo, (£,y —Z) > 0V y € G(z). Portanto, 7 é
solugao de (DQVG) com & € A(z).

<) Reciprocamente, seja 7 € R" solucio de (DQVG) com & € A(Z), entdo 7 € G(Z) e
(€,y—T) >0V y € G(z). Fazendo v = (Z,€) e como T € domG e £ € A(Z) entdo v € D.
Pela defini¢ao das fungoes temos que f(v,w) = (£,y — ) + dp(v) = (§,y — ), (v, w) =
de)(y) = 0 e ¢(0,0) = dgz)(Z) = 0. Logo, f(0,w) + ¢(v,w) > ¢(v,0) ¥V y € G().
Agora, sejay ¢ G(7) temos f(0,w)+¢(v,w) = (§,y—2)+(+00) > 0 = (v,9). Portanto,
f(o,w) + p(v,w) > @(v,0) Vw = (y,p) € E, assim v é solu¢ao de (DQVG);. O

2.2 O Esquema Dual

Comecamos essa secao apresentando resultados basicos relacionados ao conjunto solucao

de (PE), que denotamos por S. A partir de agora, consideramos a seguinte:

Suposigao 2.1. O conjunto S é nao vazio.

2.2.1 Resultados Basicos

Considerando f e ¢ fungoes que verificam as condigoes de (PE), estabelecemos os

seguintes resultados bésicos sobre o conjunto S.
Lema 2.8. Para todo Z € S é vélido que 7 € domp(Z, -).

Demonstracdo. Seja T € S. Pela condicéo (b) do (PE) temos que existe um y € R” onde

f(Z,y) + o(Z,y) < +00, como T é solugao do (PE), entao

+00 > f(Z,y) + 0(T,y) > ¢(T,T)

entdo ¢(z,x) < +o00, assim = € domp(z, -). O
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Lema 2.9. Se & € S, entdo verifica que f(z,z) =0.

Demonstragio. Seja T € S, isso é, Z € D e f(Z,y) + ¢(Z,y) > ¢(Z,%) ¥V y € R", entdo
tomando y = Z temos,
1(@,7) + 0l@,7) > 97, 7) logo £(7,7) > 0.

Mas pela condigao (a) do (PE) temos que f(z,z) <0, entdao f(z,z) =0 O

Agora, consideramos a seguinte fungao F, : R" — (—oo,+o0] para cada z € R”

definida pela soma de f e ¢,
Fo(y) == Flz,y) = f(z,y) + ¢(z,y).
Consideramos também a funcao,
v:R" = (—o00,+00] definida por v(x) := p(z, )
onde v(+) serd chamada de Fun¢ao Primal de (PE).

Lema 2.10. A condicao (b) de (PE) implica que a fungao F,(-) é prépria para todo x € D
e a Suposigao (2.1)) implica que a fungao v(-) é prépria para todo x € D.

Demonstracao. De fato, sabemos que o domF, := {y € R" : F,(y) < +00} e por defini¢ao
F.(:) = f(x,-) + ¢(z,-), assim pela condi¢ao (b) de (PE) temos que existe y € R" tal que
flz,y) + ¢(x,y) < 400, logo a F,(-) é uma fun¢ao propria para todo = € D.

Por outro lado, temos que domv := {y € R" : v(y) < +oo} # 0, pois da suposi¢ao
temos que S# (). Além disso, pelo Lema temos que para todo y € S vale que
y € domep(y, ), logo v(y) = ¢(y,y) < +00, entdo v(-) é uma fungao prépria. O]

O resultado a seguir, caracteriza uma solugdo de (PE) como uma solu¢ao de um

Problema de Otimizacao.

Lema 2.11. Sejam f e ¢ fungoes que sastisfazem as condigoes do (PE). O ponto z é uma

solucdo de (PE) se, e somente se, sustenta que

inf {Fy(y)} = Fu(7) = v(7) (2.5)

yEeR”
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2. Dualidade para um problema de equilibrio

Demonstragio. =) Seja T € S entdo Z € D e f(Z,y)+¢(Z,y) > ¢(z,%) ¥ y € R™. Entéo,
F:(y) > v(z) Yy € R". Assim, obtemos

inf {Fz(y)} > v(Z).

yeR?

Note que pelos Lemas (2.8)) e (2.9)) temos,

(@) = ¢(@,7) = [(7,7) + (7,7) = Fz(7) > nf {Fz(y)}.

yER?

Portanto, infyepn {F5(y)} = Fz(Z) = v(T).

<) Reciprocamente, como inf,cpn{ F;(y)} = F3(Z) = v(Z), entao

logo, f(z,y) + ¢(z,y) > f(Z,%) + ¢(z,7) = ¢(z,z) ¥V y € R". Entdo, podemos concluir

que f(z,z) =0ex € D entao, T € S, ou seja, T é uma solucao do problema (PE). O

2.2.2 Funcao Primal-Dual

Seja R™ o espaco dual e F a conjugada da funcao F,. Sejam f e ¢ funcoes que
verificam as condigdes de (PE). A seguir, introduzimos conceitos duais relacionados a (PE)
de acordo com o esquema dual proposto por Jacinto e Scheimberg [6]. Primeiramente,
trazemos a fungao primal-dual estabelecida em [6]. Seja L : X x X — [—o00, +0o0| dada
por

(=€) — F(©), sex € D
L(z,¢&) = 00, se D #0ex ¢ Dy,
—00, se D¢ =)
onde D¢ :={z € D : F}({) < 400} para cada { € X*.
Note que quando temos X = R"™ precisamos calcular a conjugada da h, mas que em

nosso caso temos h = 0. Logo,

0,se&=0
h*(§) = sup{(§,y) — h(y)} = sup{(§, y)} =

yeRn yER™ 400, se £ # 0.
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Desse modo, observamos a seguinte situacao para x € Dg,

—F;(f), SQSZO
—00, se £ #0

—h*(=§) = F;(§) =

entao para (PE) temos a seguinte definicao da Func¢ao Primal-Dual.

Defini¢ao 2.1. A Fungao Primal-Dual L : R" x R" — [—00, +o0] é dada por:

—F¥ (), seE=0ex € De
L(z,§) = +00, se D¢ #Dex ¢ Dy
—00, se £ #0ou De =)

onde D¢ :={z € D : F}({) < 400} para cada £ € R".

E consequentemente definimos o problema dual para (PE).

Definicao 2.2. O Problema Dual de (PE) é:

sup g(§)
f € Rn’

(DPE)

onde g : R" — [—00, +00] é a Fungao Dual definida por

inf,ern {—F;(£)}, se De # 0
—00, se De=0ou& #0

- SqueRn{F;<£)}v se D5 7 0
—00, se De =0 ou g #0

— SUp,ep, Fi(£), se D # 0
—00, 36D5:®0u£7£0

g(f) = infxelR" L(.%, f) =

A seguir, definimos o que é um ponto factivel primal-dual para L.

Defini¢ao 2.3. Um ponto (z,£) € R" x R™ é chamado de ponto factivel primal-dual

sempre que x € De.

Os préximos resultados mostram que nosso esquema dual preserva caracteristicas duais

classicas.
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Proposigao 2.12. (Dualidade Fraca). Dado (z,&) € R® x R" ponto factivel primal-
dual. Entao,

Além disso,
9(§) < Fu(y) e g(§) <v(r)VyeR™

Demonstragao. Seja x € De, entdao x € D e F(§) < +o00. Note que pela Definicao (2.1
para £ # 0 temos que L(x,§) = —oo. Pelo Lema ([2.10) a F, é prépria, assim pelo item
iv) da Proposigao ([1.8]) temos que para & = 0,

L(z,§) = —F;(0) = inf {F,(y)} < Fu(y) Vy € R™.

yeR™

Entao temos L(z,&) < F,(y) ¥y € R". Agora, consideramos y = z e usando a condigao

(a) de (PE) temos,
L(z,§) < Fo(x) = f(z,2) + oz, 2) < oz, x) = v(z) = L(z,£) < v(z).
Além disso, note que Vy € R" e para quaisquer € D temos,

Fuly) = inf {Fu0)} = inf {L@.€)} = inf {L(x,)} = 9(6).

zeD, zER™

Logo, F,(y) > g(§). Assim, considerando y = x temos F,(x) > ¢( pela condigao (a)

€). E
de (PE) temos v(z) = p(z,2) > f(z,2) +p(r,2) = g(&) = v(x) > g(¢) =

A seguir, estabelecemos as condigoes de otimalidade para (PE).

2.2.3 Condicoes de Otimalidade

Teorema 2.13. (Condicoes necessdrias de otimalidade). Suponha que f,¢ sio
fungées que satisfazem as condi¢oes de (PE). Seja & € R™ uma solug¢io de (PE) tal que
se verifica a sequinte condicdo: (H) Fy(-) é uma funcdo convera. Entdo existe & € R"
tal que

(z,€) € um ponto factivel primal-dual e L(Z,&) > v(z) (2.7)

Demonstragao. Seja & € R™ uma solugao de (PE) tal que verifica a condi¢ao (H). Desse

modo, pelas condi¢oes de (PE), e os Lemas (2.8)) e (2.11) e a caracterizacdo de uma
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2. Dualidade para um problema de equilibrio

solugdo de um problema convexo (Teorema (|1.5))) obtemos que 0 € OF;(z). Assim, pela

caracterizacao do subdiferencial em termos da fungao conjugada (Teorema (|1.9))) temos
F£(0) + F3(7) = (0, 7) (2.8)

Assim, como z € D e vale que F(0) < 400 entdao & € D¢—y. Logo, pela defini¢ao ([2.3)
temos que (Z,0) é um ponto factivel primal-dual. Além disso, de (2.8)) temos que

() = Fe(7) = (0,7) — F7(0) = —03.(0) — F7(0) = L(z,0)

Portanto, existe & € R™ verificando ([2.7) ]

Teorema 2.14. (Condigoes suficientes de otimalidade). Assumimos que f,¢ sdo
fungées que satisfazem as condigoes de (PE). Se o ponto (Z,£) € R® x R" satisfaz (2.7)

e a condigao (H) vale para Z, entio T € solu¢ao do (PE).

Demonstracio. Usando que L(7,&) > v(z) de 2.7) e L(Z,€) < Fi(y) ¥V y € R™ a primeira
desigualdade de (2.6) obtemos,

Fily) =2 L(z,§) =2 v(z) Vy €R” (2.9)
Tomando o infimo em y em (2.9)), temos

inf {Fz(y)} > v(x) (2.10)

yEeR”™

Mas pela condicao (a) de (PE) temos,
v(z) = ¢(T,7) 2 [(2,7) + ¢(T,7) = Fa(T)

que juntamente com (2.10) implica que inf,epn{F3(y)} > v(Z) > F3(Z). Mas, por outro
lado temos Fz(Z) > inf epn{Fz(y)} > v(Z). Entdo, infyern{F:(y)} = Fz(z) = v(2).
Portanto, pelo Lema ([2.11)) Z é solugao de (PE). O

Agora, introduzimos uma proposicao que fornece uma interessante desigualdade para

a fungao primal-dual quando temos uma solugao para (PE).

38



2. Dualidade para um problema de equilibrio

Proposicao 2.15. Sejam f, ¢ fungdes que satisfazem as condigoes de (PE). Seja 7 € R”

solugao de (PE) com a condicdo (H) verificada, entdo existe um & € R" tal que

L(z,6) < L(z,§)VEER" 1z € Dy

Demonstragao. =) Seja & € R™ uma solugao para (PE) como vale (H) podemos aplicar
o Teorema (2.13)). Entdo existe £ € R™ tal que (Z,£) é um ponto factivel primal-dual e
L(z,€) > v(z). Assim, note que pela proposicao (2.12) (dualidade fraca) obtemos que

para qualquer £ tal que T € Dy,
L(z,§) < v(T) < L(Z, ).

Logo L(z,&) < L(z,§) VE € R : & € Dg. O
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Capitulo 3

Aplicagoes da Teoria Dual de (PE)

Neste capitulo mostramos aplicagoes do esquema dual de (PE), desenvolvido no capitulo
anterior, para as Desigualdades Variacional e Quasevariacional Generalizada. Também,
aplicamos para o problema do Ponto Fixo, Problema Real, e quando aplicado ao problema

de Otimizag¢ao Convexa obtemos o dual Langrangiano Classico.

Desigualdade Variacional

Consideramos o problema de Desigualdade Variacional (DV) [8]:

Encontrar z € domA tal que
(DV)
(A(Z),y — ) + 2(y) > 2(Z) para todo y € R".

onde A : domA C R" — R"™ é um operador localmente convexo, z : R" — (—o0, +o0] é
uma fungao prépria convexa s.c.i. sao tais que domA Ndomz # (). Como apresentado, no

capitulo anterior, podemos substituir (DV) pelo seguinte problema (PE):

Encontrar z € D tal que
(DV),

f(z,y) +¢(T,y) > ¢(Z,7) para todo y € R"

onde, D := domA N domz,

f(x,y) = (A(2),y — ) + daoma(z) € p(z,y) = 2(y)
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3. Aplicagbes da Teoria Dual de (PE)

Fungao Primal-dual para (DV),. Temos que F,(y) := f(z,y) + ¢(x,y). Logo

Alx),y —x) + 2 se x omA
Fo(y) = (A(2),y — ) + Saoma () + 2(y) = (A(@),y —2) +2(y), sex €d
+o0, se x ¢ domA

Assim, pela definicao da conjugada convexa de F, temos,

SupyGR"{<€7y> o <A(x)7y - l’> - Z(y>}7 se v € domA

—00, se x ¢ domA

() =

Logo, para F}(£) > —oo vale que x € domA e

Fy (&) = sup,epe{(&y) — (Al@),y —2) — 2(y)}
supyera (&, y) — (A(z),y) + (A(z), 7) — 2(y)}
sup,ern {(§ — A(2),y) — 2(y)} + (A(z), z)

{
{

Agora, considere o conjunto A7(§) := {z € domA : A(z) = £}. Suponhamos que
A71(€) # 0, como temos domANdomz # () e z prépria entao A=) Ndomz # (. Observe
que A (&) Ndomz C De = {x € D : Fi () < 4o0}. De fato, seja x € AH(&) N domz

temos

Fi (&) = supyera{(€ = A(2),y) — 2(y)} + (A(z), 2) = supepa{—2(y)} + (§; 7)

como z é convexa propria entao —z € coOncava propria, assim SupyeRn{—z(y)} < +00.
Logo, 2 € Dg¢. Assim, como A™'(&) Ndomz # 0 e A™1(&) Ndomz C D¢ entdao Dg # 0,

logo para x € D¢ temos que

Lz, &) = —F;(€)

Logo, analisando a L em ¢, temos que pela definicao da L, basta analisarmos a F em

¢ = 0. Como sabemos que para x € A~(0) N domz temos

F7(0) = SSRQ{—z(y)} +(0,7) = ;gégl{—z(y)} < +00
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Portanto, a Funcao Primal-Dual associada a (DV), é:

inf,crn{z(y)}, se{ =0ex € A7H(0) Ndomz

L(z, &) =
8 —00, se £ #£0, r € A7Y(&) Ndomz

Desigualdade Quasevariacional Generalizada
Consideramos o problema de Desigualdade Quasevariacional Generalizada (DQVG)
[7]:
Encontrar # € G(z) tal que £ € A(Z)

(DQVG) _
satisfazendo (¢, y — z) > 0 para todo y € G(Z).

onde G, A : R" — P(R™) sdo operadores ponto-conjunto tal que G(x) é um conjunto
convexo para todo x € R". E é natural assumir que {(z,¢) : z € G(x),£ € A(x)} # 0,
isto é, o conjunto dos pontos fixos da G e o domA sejam nao vazios. Como apresentado,
no capitulo anterior, podemos substituir (DQVG) pelo seguinte problema (PE):
Encontrar o = (7,£) € D tal que
(DQVG),
f(0,0) + ¢(v,w) = ¢(v,0) para todo w = (y,p) € E.

onde F:=R"xR" D :={v=(z,§) € E=R"xR":z € domG,{ € A(z)}, e as fungoes
f,o: Ex E— (—00,400] sdo definidas por:

fo,w) = f((2,€),(y,p) :== (& y —z) +0p(v) e p(v,w) = p((x,€), (¥, p)) = ) (y)

Fungao Primal-dual para (DQVG),. Temos que F,(w) := f(v,w) + ¢(v,w), entdo
Fy(w) = £,y —x) + 0p(v) + dg@) (y). Assim, seja v = (v,15) € E* = R" x R", pela

definicao da conjugada convexa da F, temos,

Fy(v) = sup{{v,w) = (§,y — ) = dp(v) = do(@)(y)}-

wek

Agora, considere o conjunto dos pontos fixos da G por fiz(G) :={z € R": 2z € G(2)}
e o conjunto A(fiz(G)) = {2z € R" : z € A(z),z € G(x)}. Suponhamos que ambos
conjuntos sdo nao vazio, entdo temos fix(G) x A(fix(G)) # 0. Observe que, temos

fix(G) x A(fiz(G)) C Dy—g = {v € D : Ff(0) < +00}. De fato, seja v = (z,§) €
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fix(G) x A(fiz(Q@)), entdo x € domG, £ € A(z), assim v € D. Note que, temos

F;;k (0) = Supw:(y,p)eE:R"XR"{<(07 0)7 (y7 p)> - <§7 Y= l‘> - 56’(90) (y)}
= supyepn{— (& ¥ — ) — da)(y)} (3.1)
= SuPpyeqm {2 —y)}

como temos z € G(z) entao F;(0) > —oo, ou seja, propria. Como queremos avaliar
a F*(0) em valores finitos. Suponhamos que G(z) é limitado, entdo G(x) é convexo
limitado. Logo, temos sup,cq(){(§, 7 —y)} < +oo e v € Dy—y. Logo, D,—o # 0. Dali,

basta analisarmos a F* em v = 0, ou seja, quando v € D,—q # ). Logo, por (3.1)) temos,

Fy(0) = zgi){@,x -y}

Portanto, a Fun¢ao Primal-Dual associada a (DQVG), quando G(z) é convexo limitado:

innyG(w){<€7 Yy — ;C>}, se Vv = (07 O)
—00, se v # (0,0)

L(v,v) = L((x,£), (n,12)) =

Problema do Ponto Fixo

Considerando o Problema do Ponto Fixo [II:

Encontrar z € K tal que
(PPF)

r=1T%x
onde K C R" nao vazio convexo fechado e T': K — K uma aplicagao. De acordo com

apresentado, no capitulo anterior, o (PE) associado a (PPF) é:

Encontrar z € D tal que
(PPF),

f(z,y) +¢(T,y) > ¢(Z,7) para todo y € R"

onde D := K, f(z,y) := (z—Tx,y—x) e p(x,y) := dx(y). A seguir, passamos a encontrar
os elementos da teoria dual para esse problema.
Funcgao Primal-dual associada ao Problema do Ponto Fixo.

Temos que,

Fo(y) = f(z,y) + p(z,y) = (x = Tx,y — ) + 5k (y)-
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Pela definicao da conjugada convexa de F, temos,

Fi (&) = supyera{(§,y) — (v =T,y — ) — 0k (y)}
= supyepe{(§,y) — (& — T,y) + (v = T'x, x) — 6k (y)}
= supyer{(§ - (¢ =T2),y)} + (v = T, ).

£
§

Y

Agora, considere o conjunto dos pontos fixos de T por fix(T) :={z € K : z € Tz}.
Suponhamos que fiz(T) # 0, observe que fix(T) C Deg = {z € D = K : F}(0) < +00}.

De fato, seja « € fix(T) entdo v € K e x = Tx. Assim, temos

F;(0) = §g£{<£ — (@ =Tr),y)} + (& —Tw,z) = 0.

Logo, F(0) < 400 entdo = € De—g e temos que De—g # (. Assim, basta analisarmos a

F¥ em £ =0, ou seja, quando x € De—g # 0. Logo, temos

F(0) =sup{(Tz — z,y)} + (x — Tz, z).

yeK

Portanto, a Funcao Primal-Dual associada a (PPF), é:

inf e {(z —Tz,y—x)}, se £ =0
—00, se & # 0

L(z,8) =

Problema de Equilibrio Real

Considere o seguinte problema,

Encontrar z € R tal que
(PR) )
fi1(Z,y) > 0 para todo y € R
onde f; : R x R — R definida por fi(x,y) := —22% + y*>. Como apresentado, no capitulo
anterior, o (PE) associado a (PR) é:

Encontrar z € D tal que
(PR),

F(@.y) + o(z,y) > ¢(7,7) para todoy € R

onde D :=Re f,p: RxR — (—o00, +oo] definida por f(z,y) := fi(z,v), ¢(x,y) := dr(y).

A seguir, passamos a encontrar os elementos da teoria dual para esse problema.
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Fungoes Primal-dual associada ao problema (PR);.
Temos que F, : R — (—o00, +00] definida por F,(y) = f(x,y)+e(z,y) = =222 +y*+0r(y).

Pela definicao da conjugada obtemos que

Fi(¢) = Slelﬂg{f-y — (22" + y* + 0r(y))} = Stelﬂg{éy — 9’} 4 222,

Observe que sup,cg{&.y —y*} = %. De fato, seja g(y) = €.y —y? temos ¢'(y) = -2y =0

entao y = % ¢ um ponto critico da g. Além disso, ¢"(y) = —2 temos g”(%) = —2 < 0 entao

2
£)2) = %

Yy = % ¢ 0 maximo local para g. Desse modo, SupyeR{f.y—gf} = supyeR{f.(%)—(2

Portanto, obtemos que

2
Fi(©) = 5 2 < 4o

Sabemos que para x € D = {z € R: F}(§) < +o0o} e pela defini¢ao da L se £ # 0 temos

L(x,&) = —oo. Assim, basta analisarmos quando & = 0 e neste caso temos que
F*(0) = 22* < 400
Assim, a Fungao Primal-Dual associada a (PR), é:

—22%, se £ =0
—00, se £ # 0

L(x,8) =

Otimizagao Convexa
Consideramos o seguinte problema de programacao nao linear [9] dado por:

(P)min¢(y) tal que g;(y) <0i=1,....m
yeK

onde as funcgoes 1, g : R” — R sao convexas e K C R"” é um conjunto nao vazio convexo
fechado tal que KN{y € R": g;(y) < 0,7 =1,...,m} # (). Como apresentado, no capitulo

anterior, o (PE) associado a (P) é:

) Encontrar v = (z, z) € E tal que
1
o(v,w) > p(v,0) para todo w = (y,u) € E.
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3. Aplicagbes da Teoria Dual de (PE)

onde FF :=R" x R™ ¢

Y(y) + e (9(y) +u) + 0k (y), seu € RY

o(v,w) =
+00, seu ¢ R

A seguir, passamos a encontrar os elementos da teoria dual para esse problema.

Fungoes Primal-dual e Dual associadas ao problema (P;).

Temos que,

¥(y) + orr(9(y) +u) + 0k (y), seu € RY

+00, se u ¢ R

Observe que F, nao depende de v, entao podemos retirar v em F, e F'. Assim, seja

v=(£n) € E*=R" xR™ temos que
D,={veD:F;(v)<+oo}={veFE:F(v) <+oo}

Logo, note que D, # ) se, e somente se, F*(v) < +oo. Entao, temos que D, = ) ou
D, = E. Este tltimo caso é que nos interessa, pois se D, = () temos que L(v,v) = —o0

para todo v € F, agora se D, = E vale que para todo v € F,
L(v,v) = —F*(v)
Note que pela definicao de conjugada convexa temos,

SUPy—(yuyc{ (v, w) = ¥(y) — drm(9(y) + u) — 0k (y)}, seu € RY

Fv) =
—00, seu ¢ R

(3.2)

Pela definigao da L, concluimos que basta analisarmos a F*(v) < +o0o em v = (0,7),

pois nos outros casos L(v,n) = —oo. Logo, por (3.2)) temos

F*(0,n) = sup {(n,u) —(y) — orm(9(y) +u) — 0k (y)}

w=(y,u)eE
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3. Aplicagbes da Teoria Dual de (PE)

tomando s = ¢g(y) + u temos u = s — g(y) assim,

F*(0,m) = supg, epi(n: s —g(y)) —¥(y) — drm(s) — dx(y)}
= sup(gept(—m9y)) + 10, s) —¥(y) — drm(s) — ox(y)}
SUPyern (=1, 9(¥)) — ¥(y) — 0k (y)} + sup,epm{(n, s) — orm(s)}

Observe que,

0,sen>0
sup { (1, 5) — Orm(s)} =
sER™ 400, sen < 0,

entao temos

sup,cre{(—1,9(¥)) — ¥(y) — 0x(y)}, sen >0
400, 1 <0

F(0,n) =

Logo, para F*(0,7n) < +o0c obtemos

F*(0,n) = sup{{-n,9(y)) — ¥(y)} comn > 0.

yeK

Assim, temos a Fungao Primal-Dual para (P); é:

L(v,v) = L((z,2),(&,n)) = yerc{¥y) + <U’Z(Zj>0}’ > y<:0(0777)’ n20 (3.3)
—00, oun

E a Fungao Dual associada a (P;) é dada por:

o(v) = inf L((x, 2), (.1)) = infyer{Y(y) + (1,9(y))}, sev = (0,7), n =0

(3.4)
vel —00, E£0oun<0

Portanto, vale o seguinte resultado.

Proposicao 3.1. O problema dual (PE) para o problema de otimizagao convexa é o

problema dual lagrangiano classico.

Demonstragao. De fato, de (3.4) segue que g(v) = —ocose v = (§,n) com £ # 0 oun ¢ R}

Portanto,

supg(v) = sup g(&,n) = sup g(0,n) = sup {inf {2 (y) + (n,9(y))}
veE (¢m)eEE nery nery YEK
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3. Aplicagbes da Teoria Dual de (PE)

Isto é, aplicando o esquema dual de (PE) ao problema de otimizagao convexa encontramos
o problema dual lagrangiano cldssico. Além disso, note que a funcao primal-dual (3.3]) é

igual a fungao lagrangiana definida em [5]. O

Observagao 3.1. Note que quando temos v € E solugao de (P), verificando a hipétese
(H). Assim, para qualquer v com v € D,—( ), ou seja, ponto factivel primal-dual temos

que pelos calculos da funcao primal-dual para (P), obtemos £ =0, 7 € R} e

L(v,v) = L((2,2),(0,n)) = inf {o(y) + (0.9} < vy) + (. gy) Yy € K (3.5)

Como vale H, temos ainda pelo teorema ([2.13)) que exsite v = (0,7) € E com 77 > 0 tal
que (v,7) é ponto factivel primal-dual e L(v,7) = v(v) = 9(Z). Assim, como = € K e

9(Z) < 0. Logo, em particular para y = Z em ({3.5)) temos,

L(v,v) <(x) + (n,9(7)) < ¢(7) = v(v) = L(v,7)

Assim, obtemos a desigualdade L(7,v) < L(0,7) Vv = (0,n7) € R* xR} : v € D, da
proposicao (2.15)). Além disso, temos que para qualquer v € E tal que v € Dy,

L(v,7) = L((z, 2),(0,7)) = inf {:(y) + (7, 9(y))} = L((x, 2), (0,7) = L(v, 7)) Vv € Dy

yeK

Entéao, temos L(v,7) < L(v,v) ¥V v € E. Assim, para o problema de otimizagao convexa

obtemos a seguinte desigualdade quando v € Dy:
L(v,v) < L(v,v) < L(v,v)YVve EVve E:ve€D, (3.6)

Para finalizar, analisando a desigualdade observamos que ¢ igual a defini¢ao de ponto
de sela encontrada em [0, [I2]. Assim, podemos ressaltar que para uma possivel definigdo
de ponto de sela para a fungao primal-dual podemos seguir a ideia da desigualdade
, porém ao fazermos essa investigacao nao conseguimos garantir de modo geral a
desigualdade da direita. Entao, fica em aberto para futuros trabalhos a definicao de

ponto de sela para a fungao primal-dual (2.1)).
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Consideracoes Finais

Neste trabalho, introduzimos uma teoria de dualidade para o problema de equilibrio
(PE) baseada no conceito de func¢éo conjugada utilizada em [6]. Obtivemos as condigdes
de otimalidade para solucao primal-dual e verificamos que o esquema dual preserva pro-
priedades classicas, como por exemplo, a dualidade fraca.

Mostramos, ainda, que a formulagao (PE) inclui, por exemplo, como caso particular o
problema de equilibrio cléssico estudado por Blum e Oettli [I] e o problema de equilibrio
estudado por Flores-Bazan [4]. Também, apresentamos alguns exemplos de problemas que
podem ser escritos sobre a formulagao (PE), como por exemplo, a Desigualdade Variacio-
nal estudada por Mosco [§] e a Desigualdade Quasevariacional Generalizada estudada por
Morgan e Romaniello [7]. Trazemos um problema que toma valores reais que evidéncia a
condi¢ao a) de (PE) que é a generalizagao da condigao de equilibrio classica.

Finalizamos, aplicando o esquema dual de (PE) para o problema do Ponto Fixo, para
as Desigualdades Variacional e Quasevariacional Generalizada. No caso da aplicagao para
o problema de Otimizagao Convexa obtivemos o dual Lagrangiano Classico.

A seguir, descrevemos linhas de futuras pesquisas que dao continuidade natural a este

trabalho:

1. O estudo e aplicacao dos conceitos utilizados nesta dissertacao em espacgos de Banach

reflexivos quaisquer;

2. Estudar sobre quais condigoes temos a definicao de ponto de sela para a funcao

primal-dual.
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