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segundo podemos chamar de joia preciosa.”
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Resumo

Nesta tese, propomos um método extragradiente subgradiente acelerado e explicitamente
implementdvel, baseado na técnica da propor¢do durea, para resolver problemas de equilibrio
pseudomondtonos em espagos de Hilbert reais. O algoritmo assume que a bifuncao associada
satisfaz uma condi¢@o do tipo-Lipschitz, mas incorpora uma regra autoadaptativa de atualizacao
de passo que dispensa o conhecimento prévio das constantes do tipo-Lipschitz, ampliando sua
aplicabilidade pratica. A convergéncia forte da sequéncia gerada é garantida com o auxilio da
técnica de aproximacgao por viscosidade. Adicionalmente, demonstramos que, sob a hipdtese
de forte pseudomonotonicidade, o método apresenta taxa de convergéncia R-linear. Para
potencializar seu desempenho, introduzimos um segundo passo inercial, cuja eficicia € validada
por meio de experimentos numéricos comparativos. Os resultados indicam que a abordagem
proposta € teoricamente consistente € computacionalmente eficiente.

Palavras-chave: Problemas de equilibrio, pseudomonotonicidade, condi¢@o do tipo-Lipschitz,
método extragradiente subgradiente, passo inercial, propor¢ao durea.



Abstract

In this thesis, we propose an accelerated and explicitly implementable subgradient extragradient
method, based on the golden ratio technique, to solve pseudomonotone equilibrium problems in
real Hilbert spaces. The algorithm assumes that the associated bifunction satisfies a Lipschitz-type
condition, while incorporating a self-adaptive stepsize update rule that dispenses with prior
knowledge of the Lipschitz-type constants, thus enhancing its practical applicability. Strong
convergence of the generated sequence is ensured through the viscosity approximation technique.
Moreover, under the additional assumption of strong pseudomonotonicity, we establish an R-linear
convergence rate. To further improve performance, we introduce a second inertial step, whose
effectiveness is validated by comparative numerical experiments. The results indicate that the
proposed approach is theoretically consistent and computationally efficient.

Keywords: Equilibrium problems, pseudomonotonicity, Lipschitz-type condition, subgradient
extragradient method, inertial step, golden ratio.
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Introducao

O Problema de Equilibrio (PE) é uma formulagdo matemadtica abrangente que generaliza
diversas classes fundamentais de problemas da Andlise Variacional e da Otimizacdo. Destaca-se
por sua capacidade de modelar, de forma unificada, situagdes em que se busca um ponto que
satisfaca simultaneamente condi¢des de viabilidade e de estabilidade, expressas por meio de
uma bifun¢do associada. Essa versatilidade faz com que o (PE) surja naturalmente em contextos
aplicados e tedricos, como Teoria dos Jogos, Economia Matemética, Engenharia, Fisica, Quimica,
dentre outros. Gragas a isso, muitos resultados relativos a existéncia de solu¢des para problemas
de equilibrio foram estabelecidos e generalizados por vérios autores (veja, por exemplo, [6]
e suas referéncias).

Nesta tese, estudamos o problema de equilibrio em espagos de Hilbert reais, com o objetivo
de propor e analisar algoritmos iterativos que assegurem a convergéncia forte da sequéncia
gerada para uma soluc¢do de equilibrio sob hipéteses moderadas sobre a bifungdo. O foco estd
em bifun¢des pseudomondtonas e que satisfazem uma condicao do tipo-Lipschitz, estruturas
frequentemente encontradas em aplicagdes préticas e tedricas. O método proposto combina
técnicas recentes de atualiza¢do autoadaptativa de passos (para a sequéncia {4, }), aproximacao
por viscosidade e uso de passo inercial.

Seja H um espago de Hilbert real com produto interno (-, -) € norma induzida || - ||. Seja
C C H um subconjunto convexo, fechado e nao vazio, e f : H X H — R uma bifuncao tal que
f(x,x) =0 paratodo x € C. O problema de equilibrio, associado a f e C, consiste em:

(PE) : Encontrar x* € C tal que f(x*,y) >0,Vye€C.

Esse modelo abrange como casos particulares importantes problemas cldssicos, como pro-
blemas de otimizagdo, pontos fixos, desigualdades variacionais, complementariedade, equilibrios
de Nash, dentre outros. Ou seja, trata-se de uma formulagdo unificadora, cuja especializacao
depende de escolhas apropriadas para a bifun¢ao f e o conjunto viadvel C.

Por exemplo, quando f(x,y) = (F(x),y —x),Vx,y € C,onde F : C — H é um operador
ndo linear, o problema (PE) se reduz ao problema de desigualdade variacional (PDV): Encontrar
x* € C tal que

(F(x"),y—x")>0,Vy € C. (1)

Para mais detalhes veja a Sec¢do 1.2 deste trabalho; recomendamos também as referéncias
3111

A formulacdo (PE) foi proposta de forma explicita por Blum e Oettli [[/]] € por Muu e Oettli
[38]], seguindo os trabalhos pioneiros de Ky Fan sobre desigualdades do tipo minimax [17]]. Por
esse motivo, o (PE) também € conhecido na literatura como desigualdade de Ky Fan.

Nos tltimos anos, muitos pesquisadores se interessaram pelo problema (PE), veja [2]
14 e suas referéncias, e varios métodos foram propostos para resolvé-lo, um dos quais
¢ o chamado método do tipo-proximal [18]] ou método extragradiente (MEG) [41]], que é uma



extensdo do método extragradiente de Korpelevich (MEGK) introduzido em [32] para resolver
problemas de ponto de sela e, em particular, problemas de desigualdade variacional em espacos
euclidianos. Lembramos que o (MEGK) para (PDV) € descrito da seguinte forma:

xo € C,
Yn = PC(xn - AF(xn))’ (2)
Xns1 = Pc(x, = AF (yn)),

1
onde F é um operador monétono e L-Lipschitz-continuo, A € (0, Z) e Pc a projecdo euclidiana

sobre C.
Quando a bifuncio f no (PE) for f(x,y) = (F(x),y — x), entdo as projecdes ortogonais
no (MEGK) (2)) podem ser reescritas como dois problemas de minimizac¢ao fortemente convexos:

. 1
Yn = PC(xn - /lF(xn)) = argmlnyeC {/lf(xm Y) + Ellxn - y”Z} 5

. 1
Xp+1 = Pc(xy — AF (y,)) = argmincc {ﬂf(yn,y) + 51w = yllz} :

veja uma demonstracdo em (I.11). Essa € a maneira de estender o método extragradiente de
desigualdades variacionais para problemas de equilibrio.

Em 2008, Quoc et al. estenderam o método extragradiente de (PDV) para (PE) em
espacos euclidianos. Anos depois, Vinh e Muu [60] estenderam este resultado para um espaco de
Hilbert real de dimensao infinita, obtendo um resultado de convergéncia fraca sob as hipéteses
de pseudomonotonicidade e condicao do tipo-Lipschitz impostas a bifuncao de equilibrio.

Em [41]], foi proposta a seguinte versio do método extragradiente para (PE):

x0 € C,

. 1
Yn = argmin,ec {ﬂf (X, ¥) + = {lxn = y||2} :
. 1
Xp+1 = argmin,ec {ﬂf(yn, )+ 5l = yllz} :

onde A > 0 € um parametro adequado e f(x, -) € convexa, semicontinua inferior e subdiferenciavel
em C, para todo x € C.

Neste caso, € necessdrio resolver dois problemas de otimizacao fortemente convexos no
conjunto de restri¢des C por iteracdo. Esta é uma grande desvantagem do método, pois pode se
tornar computacionalmente caro, se o conjunto C nao tiver uma estrutura simples, ou seja, nao
for explicito, como mencionado em [[L1} [12]].

Para contornar essa dificuldade, métodos do tipo extragradiente subgradiente (MEGS)
foram propostos; veja (I.12)) para o caso de (PDV). Esses métodos substituem a segunda projegéo
sobre C por uma projecdo sobre um semiespaco fechado construido a partir de um subgradiente,
reduzindo o custo computacional sem comprometer a convergéncia. Abaixo apresentamos
um algoritmo deste tipo para (PE), proposto por Hieu [53]], seguindo os passos do método
extragradiente subgradiente para (PDV) de Censor et al.[[L1] e a itera¢do de Halpern em [19]].

Algoritmo (Hieu [55])
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Passo 0: Escolhaxyg € H, 1 > 0e {a,} C (0,1) tal que
1 1 —
(1) 0 < A < min {2—c1 2—62} (ii) nh_)rrgo a, =0, (iii) ; a, = +00.

Passo 1: Resolva os dois problemas de otimizacado fortemente convexos:

) 1
Yp = argmingc {ﬂf(xn, y) + §||xn - y||2} ,

) 1
Ip = argming {/lf()’n,)’) + §||xn - y”z} >

onde T, = {v € H: ((xy —AW,) = yn,V = y) <0} e wy, € 02 f (X, yn).
Passo 2: Calcule x,,1 = auxo + (1 — a,)z,. Defina n := n+ 1 e volte ao Passo 1.

O Algoritmo acima € uma extensdo do método extragradiente subgradiente de Halpern
para resolver desigualdades variacionais em espagos de Hilbert, estudado em [[33]].

Um outro algoritmo que resolve o problema (PE) € o chamado algoritmo da propor¢ao
durea, que utiliza apenas um problema de otimizacao fortemente convexo sobre C por iteracao.
Tal algoritmo foi proposto por Vinh [39], em 2018, motivado pelos trabalhos de Malitsky em
[33]] para resolver desigualdades variacionais. Nesse artigo, Vinh introduziu e analisou os dois
algoritmos de proporcao durea para (PE) a seguir:

x0,y1 € C,
o = (= Dyn + x5

. 1
a1 = argmin, {ﬂf(yn, )+ 5lb - y||2} ,

onde 0 < A4 < min {i, i} ep= 1+5 ¢ a proporcdo 4urea.
401 402
E
x0,y1 € C,
Y = (¢ = Dyn +xn-1

: 1
Yn+1 = argming e {ﬂnf(yn,y) + 5 llen = yllz} :

onde {1,,} c (0, +o00) é uma sequéncia satisfazendo as hipdteses

Enfatizamos que, no Algoritmo apresentado em (3), é utilizado um tamanho de passo fixo
A que depende do conhecimento prévio das constantes bifuncionais do tipo-Lipschitz c; e ¢3, 0
que pode limitar a aplicabilidade do algoritmo, visto que determinar ou estimar os valores dessas
constantes, em geral, € muito dificil. J no Algoritmo em (4), usa-se uma sequéncia decrescente
e nao somdvel de tamanho de passos {1, }. Segundo [49]], o uso de ambos os tipos de tamanhos
de passos afeta a aplicabilidade e eficiéncia computacional dos dois algoritmos.
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Em 2019, Hieu et al. [22]] propuseram uma modificag¢do do algoritmo da propor¢io durea
de Vinh [59]], melhorando sua eficiéncia computacional. Para isso, eles utilizaram uma sequéncia
mondtona de tamanho de passos 4,, que sdo gerados em cada iteragdo e sao baseados em algumas
iteracoes anteriores, os chamados passos autoadaptativos. Com a escolha dessa sequéncia, o
algoritmo pode ser implementado sem o conhecimento prévio das constantes do tipo-Lipschitz.
Abaixo sua descri¢ao:

Algoritmo (Hieu et al. [22])

5
Vs EscolhaX_; € H,x_1,x0 € C, A > Oe yi € (0, g)

Passos iterativos: Suponha que x,,-1 € H,x,-1,x, € C e 4, sdo conhecidos. Calcule x,;| e
Ap+1 COMO segue:

Inicializacao: Seja ¢ =

- _ (¢ — Dxp + Xp—1
x}’l - s

@
) I _
I Xn+l = argmlnyec {/lnf(xn, y) + Ellxn - y”Z} s

H (”xn—l _xnllz + ||xn = Xn41 ”2)
[f(xn—l’xn+l) - f(xn—l’xn) - f(xnaxn+1)]+ ’

Aps1 = min {An’ 5

onde [t]+ := max{0,7}.

Mais recentemente, Long et al. propuseram um método extragradiente subgradiente
acelerado com um critério de tamanho de passo dado por uma busca linear do tipo-Armijo,
baseada na propor¢do durea, para resolver problemas de desigualdades variacionais pseudomono6-
tonas, como segue:

Algoritmo (Long et al. [34]])

Inicializacdo: Dados 1 > 0,y > 0,v,u, € (0,1), ¢ =

1+V5 2
\/_,pe (0,—),9290—1. Sejam
2 @

X0, X1 € H.
Iterativo. Calcule x,,+; como segue:
Passo 1. Defina

Wy =Xp + up(Xy — Xp-1)

e calcule
Yn = PC(Wn _/lnF(Wn))-

Se w, = y, ou F(y,) = 0, entdo pare e y, € uma solu¢do do problema (1.6). Caso contrario:
Passo 2. Calcule

in = PTn(Wn - /lnF(yn))’

onde A, := yv™", m, é o menor nimero inteiro ndo-negativo m satisfazendo

YU (F(Wy) = F(Yn) 2n = Yn) < ﬁ [”Wn - )’n”2 +(1+9)lzn — yn”2] , (5
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eT, :={weH:(w,— A, F(wy) —yp,w—y,) <0}
Passo 3. Calcule ¢, = (1 — O)w, +6x, ¢

Xn+l = ang(en) + (1 - an)zna

onde g : H — H é uma aplicagao contragio e a, € (0, 1) tal que

+0co

lim a, =0, a, = +co,
n—0o0 1
n=

No algoritmo anterior, o vetor definido w, € conhecido na literatura como método inercial,
que € um esquema iterativo que tem como principal caracteristica ser construido a partir
do conhecimento das itera¢des anteriores x,—| € x,. O fator inercial u,(x, — x,—1) acelera
as propriedades de convergéncia da sequéncia {x,}, no sentido de aumentar o desempenho
computacional do algoritmo (veja [[I]]). Por esse motivo, algoritmos do tipo inercial tém sido
amplamente estudados para casos especificos do problema (PE), nos tltimos anos; alguns dos
quais podemos encontrar em [[3] 8L [0 211 531 [57]].

J& o esquema iterativo x,+1 = @,g(e,) + (1 — a,)z,, no Passo 3, € conhecido como método
de aproximagdo por viscosidade (veja [47 [61]]), que aplicado ao problema de desigualdade
variacional, gera uma sequéncia que converge fortemente para uma soluc¢io do problema (PDV),
mesmo em espagos de dimensao infinita.

Ressaltamos também que o uso do critério de tamanho de passo A, no Algoritmo de [34]],
permite que ele funcione de forma autoadaptativa, porém com carga computacional mais elevada,
visto que uma busca linear geralmente requer muitos cédlculos em cada iteragao (veja [58]]).

Inspirados e motivados por avangos recentes da literatura, em especial por [22] 34] [31]],
propomos um método extragradiente subgradiente acelerado, explicitamente implementdvel, para
resolver problemas de equilibrio com bifungdes pseudomondtonas do tipo-Lipschitz em espagos
de Hilbert reais. O algoritmo utiliza uma regra de passo autoadaptativa monétona (para {4, }),
inspirada em [22]], que evita procedimentos de busca linear, como os de [34]], reduzindo assim o
custo computacional por iteracdo. A convergéncia forte € assegurada pela inser¢ao do método
de aproximacgao por viscosidade, enquanto o uso de termos inerciais visa acelerar o processo
iterativo. No caso particular em que o problema de equilibrio se reduz a uma desigualdade
variacional, o algoritmo proposto pode ser visto como uma modificagdo do algoritmo de [34].

Destacamos ainda que a técnica da propor¢ao durea exerce papel central na formulagao
do nosso algoritmo, viabilizando uma atualizacdo explicita e estdvel dos tamanhos de passo
An, mesmo sem o conhecimento prévio de constantes do tipo-Lipschitz, o que amplia sua
aplicabilidade prética em problemas nos quais tais constantes sdo de dificil ou impossivel
estimativa. Essa estratégia é controlada por um parametro y, cuja escolha adequada — inclusive
com u > 1 — preserva a estabilidade computacional observada nos experimentos. Assim,
o método proposto oferece ganhos significativos tanto do ponto de vista tedrico, ao estender
resultados classicos da literatura, quanto do ponto de vista pratico, ao manter um desempenho
robusto e eficiente.

A tese estd organizada da seguinte forma: No Capitulo 1, reunimos defini¢des e resultados
preliminares necessdrios para a fundamentagao tedrica dos capitulos seguintes. Abordamos
topicos de andlise convexa, propriedades de bifuncdes e aspectos relevantes de espagos de Hilbert
reais. No Capitulo 2, propomos o algoritmo principal da tese, com andlise detalhada de sua
boa defini¢ao, convergéncia forte e, em um caso particular, taxa de convergéncia R-linear. No
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Capitulo 3, propomos uma extensao do algoritmo original, que incorpora um segundo passo
inercial. No Capitulo 4, apresentamos experimentos numéricos que avaliam a eficdcia dos
algoritmos propostos sob diferentes instancias e parametros. Finalmente, no Capitulo 5, reunimos
as consideragdes finais e sugerimos possiveis direcOes para trabalhos futuros.



Capitulo 1

Fundamentos Teoricos

Este capitulo apresenta os conceitos e ferramentas fundamentais que embasardo os métodos
e algoritmos desenvolvidos ao longo desta tese. Iniciamos com tépicos de andlise convexa em
espacos de Hilbert, seguido pela formulacao geral dos problemas de equilibrio nesses espagos,
e por fim, discutimos os métodos extragradiente e extragradiente subgradiente aplicados a
desigualdades variacionais e sua extensdo para problemas de equilibrio.

1.1 Topicos de Analise Convexa em Espacos de Hilbert

A andlise convexa exerce um papel fundamental no estudo de problemas de equilibrio,
especialmente quando o conjunto vidvel € convexo e a bifun¢do associada apresenta propriedades
de regularidade, como convexidade e semicontinuidade. Nesta se¢do, reunimos os principais
conceitos e resultados de andlise convexa em espacgos de Hilbert que servirdo de base para o
desenvolvimento tedrico e para a andlise dos métodos apresentados nos capitulos seguintes.

1.1.1 Definicoes e Resultados

Seja H um espago de Hilbert real, isto €, um espaco vetorial real completo com um produto
interno (-, -), cuja norma associada é dada por ||x|| = v/(x, x).

Comecgamos por recordar no¢des de convergéncia fundamentais no contexto de espacos de
Hilbert, que serdo amplamente utilizadas nas demonstracoes.

Definic¢ao 1.1.1 (Convergéncia forte). Dizemos que uma sequéncia {x,} C H converge fortemente
para x € H, denotada por x, — x, se a norma da diferenca tende a zero, ou seja, ||x, — x|| — 0
quando n — oo.

Definicao 1.1.2 (Convergéncia fraca). Dizemos que uma sequéncia {x,} C H converge fracamente
para x € H, denotada por x,, — x, se para todo y € H, o produto interno converge, ou seja,
(Xn, ¥) = {x,y) quando n — oo.

Como o conjunto vidvel C C H serd, em geral, convexo e fechado, apresentamos a seguir
as definicoes formais dessas propriedades.

Definicao 1.1.3. /26| Defini¢do 3.1.1, p.60] Um conjunto C C H é convexo se, para quaisquer
x,yeCete|0,1], tem-setx + (1 —t)y € C. Noutras palavras, um conjunto convexo contém
todos os segmentos de reta cujos extremos pertencem ao conjunto.

14
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Observacao 1.1.1. O ponto tx + (1 —t)y, onde t € [0, 1], é chamado combinacdo convexa de x
e y, com parametro t.

Definicao 1.1.4. Um conjunto C C H ¢é fechado (ou fortemente fechado) se, para toda sequéncia
{xn} € C que converge fortemente para um ponto x € H, tem-se x € C.

A seguir um exemplo de conjunto convexo e fechado que utilizaremos na construcdo dos
algoritmos propostos.

Exemplo 1.1.1. Seja H um espaco de Hilbert real. O conjunto
S={xeH: (x,u) <a}l,
comu € H e a € R fixos, é convexo e fechado, sendo denominado semiespaco fechado de H.

Demonstragcdo. Convexidade. Se x,y € Set € [0, 1], entdo, pela linearidade do funcional
x> (x,u),

(tx+ (1 =0y, u) = t¢x,uy + (1 =) {y,u) <ta + (1 - t)a = a,

logo tx + (1 —t)y € S. Portanto, S € convexo.

Fechamento. Seja {x,} C S tal que x, — x em H. Sendo o funcional linear
L:H—>R, L(z) = (z,u),

continuo, segue que (x,,u) = L(x,) — L(x) = (x,u). Como (x,,u) < a para todo n, passando
ao limite obtemos (x,u) < a. Logo x € S, e S é fechado. O

A projecdo métrica sobre conjuntos convexos e fechados é uma ferramenta central em
métodos iterativos. A seguir, apresentamos sua defini¢ao.

Definicao 1.1.5. Capitulo 3, p. 116] Seja C C H um subconjunto ndo vazio, convexo e
fechado. A projecdo métrica de H sobre C é a aplicacdo Pc : H — C que associa a cada x € H
o tinico ponto Pc(x) € C tal que ||Pc(x) — x|| = min{||x — y|| : y € C}. Equivalentemente, a
projegdo métrica é caracterizada como a solugdo do problema de otimizagdo

1
Pc(x) = argmin {zllx —ylI’:ye C} .
Além disso, a projegdo satisfaz a seguinte condig¢do:

(x = Pc(x),y = Pc(x)) <0,Vy e C.

Em seguida, introduzimos o conceito de fungcao convexa, que desempenha papel essencial
na formulagao de problemas de otimizacdo e de equilibrio. Intuitivamente, uma funcao é convexa
quando seu gréfico permanece abaixo do segmento de reta que liga quaisquer dois de seus pontos.

Definicao 1.1.6 (Fun¢ao convexa). Seja C C H um conjunto convexo. Dizemos que uma funcdo
f: C — R é convexa se, para quaisquer x,y € C et € [0, 1], tem-se:

flx+ (1 =0y) <tf(x) + (1 =0)f(y). (1.1)

Dizemos que f ¢é estritamente convexa em C se a desigualdade ((1.1)) € estrita sempre que x # y.
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Uma nocao ainda mais forte € a de convexidade forte:

Definicao 1.1.7. Seja C ¢ H um conjunto convexo. Dizemos que uma funcdo f : C — R é
fortemente convexa com modulo A > 0 se, para quaisquer x,y € C et € [0, 1], vale a seguinte
desigualdade:

flax+ (A -ny) <tf(x)+ (1 -0)f(y) - %I(l - 0)llx = ylI*.

1
Exemplo 1.1.2. Para w € H fixo, a funcdo v : H — R dada por y(y) = Elly —w|?® ¢

1-fortemente convexa em H (e, portanto, em qualquer subconjunto convexo C C H).

Demonstragdo. Para quaisquer x,y € H et € [0, 1], aplicando o Lema a) aos vetores
X —wey—w,obtemos

120e = w) + (1 =) (y = w)|I> = tllx = wll*> + (1 = 0)lly = wlI*> = 1(1 = 1) lx = yI%.

1
Multiplicando por > resulta

1
ytx+ (1=0y) =ty (x) + (1 -y (y) - 511 = N)lx - Yl
logo ¢ € 1-fortemente convexa. m|

Lema 1.1.1. Seja C C H convexo. Se g : C — R é convexae h : C — R é A-fortemente convexa
em C (1> 0), entdo g + h é A-fortemente convexa em C.

Demonstragdo. Para quaisquer x,y € C et € [0, 1], pela convexidade de g,

gtx + (1 -10)y) <tg(x) + (1 -1)g(y),

e pela A-convexidade forte de A,
A 2
h(tx + (1 —=1)y) <th(x)+ (1 -t)h(y) — Et(l —-)lx = y||*.

Somando as duas desigualdades, obtemos a A-convexidade forte de g + h. O

Em muitos contextos, é conveniente considerar fungdes que podem assumir o valor +oco,
por exemplo, para representar restricdes via penalizacao. Para isso, utilizamos o formalismo das
funcoes estendidas, isto é, fun¢des com valores em R U {+co}.

Um exemplo cléssico € a fungdo indicadora de um conjunto C C H, definida por:

0, sexeC
Oc(x) := .
+00, caso contrario.

Com isso, problemas com restricdes explicitas podem ser reformulados como problemas
irrestritos:

min ¥ (x) & min[y(x) +5c(x)].

Para esse tipo de func¢do, introduzimos os conceitos de dominio efetivo e fungao propria.
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Definicao 1.1.8. Seja f : H — R U {+0co} uma fungao real estendida. O dominio efetivo (ou,
simplesmente, o dominio) de f é o conjunto de pontos onde ela é finita. Em outras palavras,

dom(f) :={x e H: f(x) < +oo}.
A funcdo f é dita propria, se dom(f) # 0.

Também podemos estender naturalmente a no¢do de convexidade ao caso de funcdes
estendidas.

Definicao 1.1.9 (Funcdo Convexa Estendida). Seja f : H — R U {+o0}. Dizemos que f é
convexa se, para quaisquer x,y € dom(f) et € [0, 1], vale:

flax+ (A =-ny) <tf(x) + A -0)f(y).

Observacao 1.1.2. Se dom(f) = H, entdo f é uma funcdo f : H — R usual, e neste caso
dizemos que f é convexa em H.

Uma vez estabelecido o conceito de fun¢do convexa estendida, € natural introduzir a no¢ao
de subgradiente, que generaliza a derivada para fungdes convexas que ndo sdo necessariamente
diferencidveis. Esse conceito serd fundamental para a construcao dos algoritmos baseados em
direcdes subgradientes.

Definicao 1.1.10 (Subgradiente e Subdiferencial). Seja f : H — RU {400} uma fungdo propria
e convexa. Um vetor w € H é chamado subgradiente de f no ponto x € dom(f) se

F) z f(x) +{w,y—x),Vy € H.

O conjunto de todos os subgradientes de f em x, chama-se subdiferencial de f em x, e é denotado
pordf(x) ={weH: f(y)=f(x)+w,y—x),Yy € H}. Se df(x) # 0, dizemos que f é
subdiferenciavel em x.

Nos problemas de equilibrio, a bifuncdo f : Hx H — R desempenha papel central. Assim,
estendemos os conceitos anteriores (convexidade e subgradiente) a anélise da bifun¢do em sua
segunda varidvel, uma vez que muitas das hipdteses e constru¢des dos métodos dependerao
dessas propriedades.

Definicao 1.1.11 (Convexidade na segunda varidvel). Uma bifungdo f : H X H — R é dita
convexa em H com relagdo a segunda variavel se, para todo x € H, a funcdo f(x,-) : H — R
é convexa em H.

Definicao 1.1.12. [40 Secdo 3.3, p.41] Seja f(x,-) : H — R uma fungdo convexa em H,Vx € H.
Dizemos que w € H é um subgradiente de f(x,-) emy € H, se

f(x,2) > f(x,y)+{w,z—y),Vz € H.

O conjunto de todos os subgradientes de f(x, -) em y, chama-se o subdiferencial de f(x,-) emy,
e denotamos por &> f(x, y). Se 0, f(x,y) # 0, dizemos que f(x, -) € subdiferencidvel em y.

Observacao 1.1.3. A funcao f(x,-) é subdiferenciavel em H, se o for em todos os pontos de H.

Além da convexidade e subdiferenciabilidade, também sdo relevantes no¢des fracas de
continuidade via sequéncias.
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Definicao 1.1.13. /40 Secdio 2.2, p.29] Uma fungdo f(x,-) : H — R é dita semicontinua
inferior (s.c.i.) em um ponto 'y € H, Vx € H, quando para qualquer sequéncia {y,} C H tal que
yn — ¥ (n — ), tem-se

liminf £(x,y,) 2 f(x.):

Observacao 1.1.4. A funcdo f(x,-) é s.c.i. em H, Vx € H, quando for s.c.i. em todos os pontos
de H.

A fungdo @, no préximo exemplo, aparece na formulagcdo dos nossos algoritmos.

Exemplo 1.1.3. Assuma que f(x,-) é convexa e semicontinua inferior em C, para todo x € C.
Fixe A > 0ew € H. Entdo a funcdo

1
O(y) = Af (e y) + Fllw=yl%  yeC,
é 1-fortemente convexa em C. Em particular, o problema

in ®
min (y)

admite solugdo unica.

Demonstragdo. Como f(x,-) é convexaem C e A > 0, a fungdo y — Af(x,y) é convexa em C.

Pelo Exemplo|1.1.2} y — EHW - y||2 ¢ 1-fortemente convexa em C. Logo, pelo Lema|l.1.1, ® ¢

1-fortemente convexa em C.
Além disso, como §||w — y||> = +o0 quando ||y|| — oo, segue que ® é coerciva em C.

Como f(x,-) é semicontinua inferior em C e o termo quadratico é continuo, concluimos que @ é
semicontinua inferior em C. Portanto, @ atinge seu minimo em C (que € fechado e ndo vazio),
isto €, existe minimizador.

Por fim, a forte convexidade implica que esse minimizador € Gnico. O

Definicao 1.1.14. Seja y € C C H qualquer. Uma funcdo f(-,y) : C — R é dita fracamente
semicontinua superior em um ponto x € C, quando para qualquer sequéncia {x,} C C tal que
X, = x (n — o), tem-se
limsup f (x4, y) < f(x,y).
n—oo
Observacao 1.1.5. A funcdo f(-,y) é fracamente semicontinua superior em C, Vy € C, quando
for fracamente semicontinua superior em todos os pontos de C.

Para tratar de problemas de minimizagdo convexa com restri¢coes, € fundamental introduzir o
conceito de cone normal a conjuntos convexos e fechados. Esse objeto serd central na formulagao
das condicoes de otimalidade e serd essencial na demonstragao de diversos resultados dos
Capitulos 2 e 3.

Definicao 1.1.15. Seja C C H um conjunto convexo e fechado. O cone normal a C no ponto
x € C é o conjunto
Ne(x) ={weH:{(w,y—x)<0,VyeC}.

A seguir, apresentamos o lema que fornece um critério necessdrio e suficiente de otimalidade
para problemas convexos com restri¢oes.
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Lema 1.1.2. [40) Proposigio 3.61, p.59] Seja C um subconjunto convexo, fechado e nio vazio de
Hey : H— RU {+o0} uma fungdo propria, convexa e semicontinua inferior em H. Suponha
que Y é continua em algum ponto de C ou que existe um ponto interior de C, onde  é finita.
Entdo x é uma solucdo para o seguinte problema convexo min{y(x) : x € C} se, e somente se,
0 € Y (X) + Nc(X), onde Oy () denota o subdiferencial de e Nc(X) é o cone normal de C em
X.

Alguns resultados técnicos adicionais serdo utilizados nos capitulos seguintes. O pro-
ximo lema fornece uma ferramenta importante para concluir a convergéncia de sequéncias,
especialmente no contexto de aproximacao por viscosidade.

Lema 1.1.3. Lema 2.6] Seja {a,} uma sequéncia de niimeros reais ndo negativos, {y,}

+00
uma sequéncia de niimeros reais em (0, 1) com E Vn = +00 e {b,} uma sequéncia de niimeros

n=1
reais. Suponha que

ane1 < (1 =vyp)a, +ynby,¥n > 1.

Se limsup b,, <0 para toda subsequéncia {a,,} de {a,} satisfazendo

k—+00

liminf(a,, +1 —an,) >0,
k—+00

entdo lim a, = 0.

n—+oo

Além disso, as identidades a seguir, tipicas de espacos de Hilbert, sdo recorrentes nas
manipulacdes algébricas das demonstracdes, sobretudo nas estimativas envolvendo normas e
produtos internos.

Lema 1.1.4. /4| Coroldrio 2.15, p. 31] Seja H um espago de Hilbert real, entdo a seguintes
identidades sdo validas:

a) llax + (1= a)yl* = allxl* + (1 = ) IyI* = a(1 = @)llx = y|I*,Vx,y € H, @ € R;
b) Ibx +yII> < [lxll> +2 ¢y, x + ), ¥x, y € H;
¢) llx £ yII> = llxll® + lIylI* =2 ¢x, y) , Vx, y € H.

Outro conceito essencial para o método de aproximacgao por viscosidade, utilizado nesta
tese, € o de aplicacdo contragdo.

Definicao 1.1.16. Uma aplicacdo g : H — H é uma aplicacdo contragdo, se existe uma
constante p € [0, 1) tal que

llg(x) =gl < pllx = yll,Vx,y € H.

Por fim, apresentamos a definicdo de convergéncia R-linear, que serd empregada na Sec¢ao
2.3 para descrever a taxa de convergéncia do algoritmo proposto sob hipéteses adicionais.

Definicao 1.1.17. Definigdo 2.1] Seja {x,} uma sequéncia em H.

i) Diz-se que {x,} converge R-linearmente para x* se existem constantes ¢ > 0, r € (0,1) e
um indice ny € N tais que
llx, —x*|| < cr",¥ n > ng;
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ii) Diz que {x,} converge Q-linearmente para x* se existe uma constante r € (0,1) e um
indice no € N tais que

[Xn41 = X7 < rllxe = X", ¥ n > no.

Observacao 1.1.6. [37 p.25] A convergéncia Q-linear implica convergéncia R-linear, mas a
reciproca ndo é verdadeira. Assim, a convergéncia R-linear é uma no¢do mais fraca que a
Q-linear, sendo mais geral e frequentemente suficiente em contextos de andlise assintotica.

1.2 Problemas de Equilibrio em Espacos de Hilbert

Nesta secao, apresentamos a formulacao precisa do Problema de Equilibrio (PE) em
espacos de Hilbert reais, bem como complementamos as propriedades exigidas da bifuncao
associada — algumas das quais, como convexidade, subdiferenciabilidade e semicontinuidade em
sua segunda varidvel, ja foram discutidas na secdo anterior. Esses conceitos serdo fundamentais
para a andlise tedrica e para a construcao dos algoritmos desenvolvidos nos capitulos seguintes.

1.2.1 Formulacao do Problema (PE)

A nocdo de equilibrio estd presente em diversas dreas da matemdtica e das ci€ncias
aplicadas, como Teoria dos Jogos, Economia, Fisica, Engenharia e Otimizacdo. Geralmente
se refere as condi¢des ou estados de um sistema nos quais todas as influéncias concorrentes
estdo balanceadas. Muitos desses "problemas de equilibrio"podem ser modelados por diferentes
modelos matemadticos, como: desigualdades variacionais, otimizacdo convexa, equilibrio de
Nash em jogos ndo cooperativos, dentre outros. Todos esses modelos mateméticos podem ser
reformulados como casos particulares de uma desigualdade de Ky Fan, que hoje € amplamente
conhecida como Problema de Equilibrio; veja [[6] para mais detalhes. A seguir relembramos
essa defini¢ao.

Definicao do Problema (PE)

Seja H um espago de Hilbert real, C ¢ H um conjunto ndo vazio, convexo e fechado,
e f : Hx H — R uma bifun¢ao satisfazendo f(x,x) = 0, para todo x € C. O problema de
equilibrio consiste em:

Encontrar x* € C tal que f(x*,y) >0,Vy € C. (1.2)

Observacao 1.2.1. Um ponto x* que satisfaz é denominado ponto de equilibrio, e a bifun¢do
f, quando satisfaz f(x,x) = 0 para todo x € C, é chamada bifuncdo de equilibrio em C.

Adotaremos a seguinte notagdo para o conjunto-solucao do problema:

Spe(f,C):={xeC: f(x,y)>0,Vy € C},

o qual assumiremos sempre ndo vazio ao longo da tese.

Para garantir propriedades de existéncia e desenvolver métodos numéricos eficientes, é
necessdrio impor certas condi¢des a bifuncdo f. A seguir, apresentamos as principais delas,
extraidas da literatura especializada [[7, [54]).
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Definicao 1.2.1. Seja H um espaco de Hilbert real, C C H um subconjunto ndo vazio, convexo e
fechado, e f : HxX H — R uma bifuncdo. Dizemos que f é:

(1) fortemente monotona em C, se existe uma constante y > 0 tal que
FOuy) + f(.0) < =y e = ylI?, Yo,y € C;

(2) mondtona em C, se f(x,y) + f(y,x) <0, Vx,y € C;

(3) pseudomondtona em C, se f(x,y) > 0= f(y,x) <0, Vx,y € C;

(4) fortemente pseudomonotona em C,se existe uma constante y > 0 tal que

f(x,y) 20= f(y,x) <—ylx—-yll*,Vx,y € C,

onde || - || denota a norma induzida pelo produto interno (-, -) de H.

Proposicao 1.2.1. Seja f : H X H — R uma bifuncdo sobre C. Valem as seguintes implicacoes
entre as propriedades acima.

H=2=0B e OH=>@=0).

Demonstragcdo. As implica¢des seguem diretamente das defini¢des, por substitui¢io e uso de
desigualdades elementares.
((1) = (2)) Suponha que f satisfaz a condi¢@o (1). Entdo existe y > 0 tal que

fy) + f(,x) < —yllx—yl*,Vx,y € C.

Como ||x — y||* > 0, Vx, y € C, segue que

fx,y)+ f(y,x) <0,Vx,y € C,

isto é, f satisfaz a condicao (2).
((2) = (3)) Suponha que f satisfaz a condi¢do (2), ou seja,

f,y)+ f(y,x) <0,Vx,y € C.
Se f(x,y) >0,Vx,y € C, entdo
f(y,x) <—f(x,y) <0,

isto é, f satisfaz a condicao (3).
((1) = (4)) Suponha que f satisfaz a condic@o (1), ou seja, existe y > 0 tal que

fy) + f(r,x) < —yllx - ylI*,Vx,y € C.
Se f(x,y) >0,Vx,y € C, tem-se —f(x,y) < 0. Logo,
Fx) < =ylx = ylIIP = fx,y) < =y llx - I,

isto é, f satisfaz a condicao (4).
((4) = (3)) Suponha que f satisfaz a condi¢do (4), ou seja, existe y > 0 tal que

f(x,9) 20= f(y,x) <—y|lx-yll*,Vx,y € C.

Logo,
fx,y)20= f(y,x) <0,Vx,y € C,

isto é, f satisfaz a condicdo (3). m|
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O exemplo a seguir mostra como a no¢ao de monotonicidade se aplica a bifuncdes geradas
por operadores mon4tonos.

Exemplo 1.2.1 (Bifun¢do monétona). Seja F' : C — H um operador mondtono, ou seja,
(F(x) — F(y),x —y) 20, para todo x,y € C. Defina a bifuncdo f(x,y) = (F(x),y — x), entdo
f € monétona em C.

Demonstragdo. De fato, para x,y € C, temos:
Jy) + f(3,x) = (F(x),y —x) +(F(y),x —y) = (F(x) = F(y),y —x) <0,
pela monotonicidade de F. O

Outra propriedade fundamental imposta a bifungdo para garantir a convergéncia dos
métodos propostos € a condi¢ao do tipo-Lipschitz de Mastroeni, descrita a seguir.

Definicao 1.2.2. /36 Teorema 3.1, p.294] Dizemos que uma bifungdo f satisfaz uma condi¢do
do tipo-Lipschitz em C, se existem constantes c; > 0, ¢y > 0 tais que

F,) + f(3,2) = f(x,2) —crllx =yl = cally - zlI*, ¥x, y, z € C.

A condicao do tipo-Lipschitz serd central na andlise de convergéncia dos algoritmos
propostos nesta tese. O proximo exemplo mostra uma classe importante de bifungdes que
satisfazem essa propriedade.

Exemplo 1.2.2 (Bifuncédo do tipo-Lipschitz). Seja F : C — H um operador Lipschitz-continuo
com constante L > 0, isto ¢, ||F (x) — F(y)|| < L||x — y||, Vx,y € C. A bifuncdo definida por

f(X,)’) = <F(x)ay _'x>
satisfaz a condigdo do tipo-Lipschitz em C.
Demonstragdo. Sejam x,y,z € C. Temos que:
fy) +f(y,2) - f(x,2) (F(x),y =x) +(F(y),z—y) = (F(x),z —x)

= (F(x),y—2) +(F(y),z2-Y)
(F(x) = F(y),y - 2)

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e L-Lipschitz-continuidade de F', obtemos

KF(x) = F(y),y =l < [F(x) = FW)Illly = zll < Lllx = ylllly - zIl.

1
Mas sabemos que ab < 3 (a2 + bz), Va, b € R. Entao,

L
Ll =yl =zl < 5 (I =y + Iy = 2I?).

Logo, .
(F) = FO)y=2) 2 =5 (=l + Iy = 2IP)

€ consequentemente,
L 2 2
FOey) + £ 0.2 2 fe.2) =5 (I =yl + Dy = 2I?).

ou seja, f satisfaz a condi¢do do tipo-Lipschitz com constantes ¢ = ¢ = —. O

|~
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Apresentamos a seguir uma bifun¢do concreta, inspirada em [34]], que satisfaz simul-
taneamente as propriedades de monotonicidade e do tipo-Lipschitz no espaco de Hilbert
finito-dimensional R>.

Exemplo 1.2.3. A aplicacdo néo-linear F : R*> — R? dada por
F(a,b) =(a+ b +sena,—a+ b +senb)

¢ monotona e Lipschitz-continua em C = [-2,5] X [-2,5]. Consequentemente, a bifuncdo
f : CxC — R dada por f((a,b),(c,d)) = (F(a,b),(c—a,d—->b)) é mondtona e do
tipo-Lipschitz, pelos Exemplos e

Demonstragdo. Primeiramente, mostraremos que F € mondtona em C.
Sejam (ay, by), (az, by) € C. Temos:

Flar, by) = Flaz, ba) = (@1 = a) + (b1 = by) + (sena) - senaa),

—(a1—a2)+(b1—b2)+(senb1—senb2)). (1.3)

(a1, b1) — (az,b3) = (a1 — az, by — by).

Assim, resolvendo o produto interno, obtemos:

(F(a1,b1) = F(az, b2), (a1 — az, by — b)) = (a1 — az)* + (by — by)?
+ (sena; —senay)(ay — ay)
+ (senby —senby)(by — b»). (1.4)

Mas a func¢do seno € Lipschitz-continua em R, com constante 1, isto €,
|sena —senb| < |a — b|,Va,b € R.

De fato, pelo Teorema do Valor Médio, para a fungo seno, existe ¢ € (a, b) tal que

sena — sen b
——  F < cost.
a—->b

Aplicando o médulo e usando o fato que |cos?| < 1,Vt € R, chegamos em:
|sena —senb| < |a — b|,Va,b € R.

Logo,
|(sena —senb)(a — b)| < |a - b|%,

donde
(sena —senb)(a — b) > —(a — b)*,Va,b € R, (1.5)

Aplicando (I.5)) em (1.4), concluimos:
(F(ay,by) — F(az, by), (a; —az, by — by)) > 0,V¥(ay, by), (a2, by) € C.

Portanto, ' € mondtona em C.
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Agora, mostraremos que F é Lipschitz-continua, com constante L = 3.
Sejam (ay, by), (az, by) € C. Utilizando a norma euclidiana em (1.3]), obtemos:

|F(ai1,b1) = F(az, by)||* = ((a1 — az) + (b1 — ba) + (sena; — Senaz))2

+ (—(a1 —ap) + (by — by) + (senb; —sen bz))z.

Aplicando a desigualdade triangular e o fato de que |sena — senb| < |a — b|,Va, b € R, segue
que:
[(a1 —az) + (b1 — b2) + (senay —senay)| < 2|a; — az| + |by — by

|—(a1 — ag) + (bl — bz) + (senb1 — senb2)| < |a1 - a2| + 2|b1 - b2|.
Consequentemente,
|F(ay,b1) = F(az, bo)|I* < (2lar — aa| + |b1 = ba|)* + (la1 — az| +2|by — ba|)*.
Mas
(2lay — az| + by = ba|)* = 4(a) — a2)* + 4la; — aa||by — ba| + (b — by)?

(lay — az| +2|by — ba)* = (a1 — az)? + 4la; — az||by — ba| + 4(b1 — by)*.

Somando:
IF (a1, by) = F(az, bo)|I* < 5(ar — az)* +5(by — by)* + 8lay — az||b1 — bal.
Aplicando a desigualdade 2ab < a’ + b? (valida Va, b € R) ao termo misto, temos:
8lai — as||b1 — bo| < 4(a) — az)* + 4(b) — by).
Assim,
IF (a1, b1) = Faz, bo)|I* < 9(ar — az)* +9(by — b2)* = 9||(a1 — az, by — ba)|I*.
Tomando a raiz quadrada em ambos os lados, concluimos:
|F (a1, b1) — F(az, ba)|l < 3[[(a1,b1) — (a2, b2)||.

Portanto, F € Lipschitz-continua em C, com constante de Lipschitz L = 3. m]

Hipéteses de trabalho sobre a bifuncao f

Ao longo desta tese, consideraremos o problema (PE) associado a uma bifungao
f : Hx H — R que satisfaz:

(A1) f(x,x) =0, paratodox € C;
(A2) f é pseudomonétona em C;
(A3) f verifica a condicao do tipo-Lipschitz em H, com constantes c; € ¢7;

(A4) f(x,-) é convexa e semicontinua inferior em H, para todo x € H;
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(A5) f(-,y) é fracamente semicontinua superior em C, paratodo y € C.

Vejamos um exemplo de uma f, definida em um espago de Hilbert de dimensao infinita,
que verifica as hipéteses acima.

Exemplo 1.2.4 (Operador integral de Hilbert—Schmidt em L?(0, 1)). Seja H := L*(0, 1), com
1

produto interno {u,v) = u(t)v(t) dt e norma ||u|| = (u,u)

0
(limitado) K : H — H definido por

112 Considere o operador integral

1
(Kx)(t) = /0 k(t,s)x(s)ds,

onde o niicleo k € L*((0,1) x (0, 1)) é simétrico (k(z, s) = k(s,t)) e positivo semidefinido, de
modo que K é autoadjunto e positivo semidefinido (K = 0).
Defina a bifuncdo f : HX H — R por

f(x’y) = <KX, y-X), X,)’EH,

e (se desejar impor restri¢cdo de viabilidade) tome o conjunto ndo vazio, convexo e fechado
C={xeH: a<x(t) <bgtp em(0,1)}, coma < b. Entdo f satisfaz as hipoteses
(A1)—(A5S).

Demonstragdo. (Al) f é de equilibrio. Para todo x € H,

f(x,x) =(Kx, x —x) =0.

(A2) (Pseudo)monotonicidade. Para x, y € H, temos:

fCoy)+ f(y,x)

<K)C, y—x>+<Ky,x_)’>
= (Kx—Ky, y—x)
= —(K(x-y), x—y).

Como K = 0 (isto é, (K(u —v), u — v) > 0 para todos u, v), obtemos

fx,y) + f(y,x) <0,

isto é, f € mondtona em H e, consequentemente, pseudomondétona em H.
(A3) Condicao do tipo-Lipschitz em H. Parax,y,z € H,

fC,y)+ f(y,2) = f(x,2) =(Kx, y —x) +(Ky, z—y) — (Kx, 2 = x)
=(Kx - Ky, y-2).

Pela desigualdade de Cauchy—Schwarz e pela continuidade de K,

LS
[(Kx =Ky, y =) < IKl [l =yl lly = zll < T(le—yll2 +lly = 2I?),

onde usamos ab < %(a2 + b?). Assim,

K] LY

fe,y)+ f(y.2) 2 f(x,2) = THX—J’H - T”)’—Zﬂz,
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K
isto é, (A3) vale em todo H com ¢| = ¢ = @

(A4) Convexidade e semicontinuidade inferior em y. Fixe x € H. Como

f(-x’ y) = <KX, )’> - <K.X, X),
temos que f(x,-) € afim em y, logo convexa e continua (portanto s.c.i.) em H.

(A5) Fraca semicontinuidade superior de f(-,y) em C. Fixe y € C e tome uma sequéncia
x, — x em C. Escrevemos

f(x»)’) = <Kx’y> - <Kx’x>'

(i) Como K ¢ linear e continuo, de x,, — x em C segue que Kx,, — Kx. Assim, para todo
y € C fixo, obtemos

(Kxn, y) = (Kx,y),
o que mostra que o funcional x — (Kx, y) € fracamente continuo.

(i1)) Como K € autoadjunto e positivo (K > 0), existe um operador § := K 172 limitado,
autoadjunto e positivo, tal que K = S. Logo,

(Kx,x) = ||Sx||?>, VxeH.
Como a norma € fracamente semicontinua inferior em espacos de Hilbert, temos

1Sx||> < liminf ||Sx,,||%.
n—oo

Portanto, a forma quadratica ¢ (x) := (Kx, x) € fracamente semicontinua inferior, e consequente-
mente —¢ € fracamente semicontinua superior.

Assim, f(x,y) é a soma de uma fungdo fracamente continua com outra fracamente
semicontinua superior, logo f (-, y) é fracamente semicontinua superior em C, como desejado. O

Problemas classicos no formato PE

Nesta subsec¢do, apresentamos classes tradicionais de problemas que se enquadram na
formulagdo (1.2). Damos um tratamento especial ao Problema de Desigualdade Variacional
(PDV): enunciando hipdéteses suficientes que garantem (A1)—(AS) e demonstrando a equivaléncia
PDV & PE.

Para os demais modelos — Otimizacdo Convexa, Ponto Fixo, Complementariedade e
Equilibrio de Nash — registramos suas instancias como casos particulares de (I.2)) e indicamos,
quando pertinente, condi¢des adicionais sob as quais (A1)—-(AS5) também sao satisfeitas (por
exemplo, potencial convexo no caso de jogos, ou monotonicidade/Lipschitz do pseudogradiente
na reducdo a PDV).

Por fim, exibimos um exemplo genuino de bifuncao que satisfaz (A1)—(AS5), mas que ndo
se reduz a PDV nem admite representacio separavel do tipo ¢(y) — ¢(x), tampouco a forma
agregada de Equilibrio de Nash. Esse exemplo evidencia que o PE € estritamente mais geral do
que os casos (i1)—(v) a seguir.

(i) Desigualdade Variacional. Seja F : C — H um operador satisfazendo as condicdes:

(C1) F ¢é pseudomondtono em C, isto é,

(F(x),y—x)>0= (F(y),x—y) <0,Vx,y € C;
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(C2) Para algum L > 0, F é L-Lipschitz continuo em H, isto &,
1F(x) = F)Il < Lllx = yll, Vx, y € H;

(C3) limsup(F(x,),y — x,) < (F(x),y —x), para todo y € C e toda sequéncia

{x,} c Ctalque x, — xem C.

Lembramos que o PDV associado a (F, C) é definido por:

Encontrar x* € C tal que (F(x"),y —x") >0,Vy € C. (1.6)

Se tomarmos

fx,y) =(F(x),y —x), x,y € C,
entdo f satisfaz as condigdes (A1)—(AS), e a solucdo do PDV (1.6) coincide com a solugdo
do PE (1.2).

Demonstracdo. Faremos a prova apenas da equivaléncia PE-PDV, pois a verificacdo de
que f satisfaz (A1)—(AS) decorre diretamente das hipdteses assumidas para F.

Se x* resolve o PE, entdo
(F(x*),y=x") = f(x",y) 20, VyeC,

isto é, x* também resolve o PDV.

Reciprocamente, se x* resolve o PDV, segue da defini¢do de f que f(x*,y) > 0 para todo
y € C, ou seja, x™ resolve o PE. Portanto, PE e PDV sdo equivalentes.

Otimizacao convexa. Considere o problema
min{¢(x) : x € C},

onde ¢ : C — R U {+o0} é prépria, convexa e s.c.i., e C C H é convexo e fechado.
Definindo

f(-x, y) = (p(y) - ¢(X), X,y € C’

obtém-se que
x* resolve PE(f,C) <= x" é minimizador global de ¢ em C.

Além disso, f satisfaz (A1)—(AS).

Se, adicionalmente, ¢ € diferencidvel em C e definimos
F(x) :=Vo¢(x), xeC,
entdo as condi¢des de otimalidade de primeira ordem implicam

x* e argmiélqﬁ(x) = (F(x"),y—-x")>0, VyeC,
xXe
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isto é, x™ resolve também o PDV associado (PDV(F, C)).

Em particular, sob diferenciabilidade, o problema de otimiza¢do convexa, o PE em (ii) e o
PDV associado sdo trés formulagdes equivalentes do mesmo problema (ver, por exemplo,
[16l Se¢do 1.3.1, p. 13]). No caso geral em que ¢ é apenas prépria, convexa € S.C.i., a
formulacao natural € via PE; a passagem a uma desigualdade variacional requer considerar
operadores multivalorados do tipo

T(x) :=d¢(x) + Nc(x).

Essa abordagem conduz a desigualdades variacionais generalizadas, coerentes com a
caracterizagdo subdiferencial de solucdes de problemas de otimizagdo convexa restritos,
mas fogem ao escopo da definicao de PDV (monovalorado) adotada neste texto.

Ponto Fixo. Dado um operador T : C — C, o Problema de Ponto Fixo consiste em
encontrar x* € C tal que
x*=T(x").

Defina a bifuncao

f,y)=&-Tx),y-x), xyeC.

Entdo x* resolve o PE associado a f < x* € ponto fixo de T, isto €, x* = T(x¥), o que
também pode ser visto como um PDV com F'(x) = x — T(x).

Além disso, se T € nao—expansivo (veja [4]]), entdo F := I — T é mondtono e L-Lipschitz
(L £2),logo f satisfaz (A1)—(AS) pelas condi¢des suficientes ja listadas para o caso

f(-x’y) = <F(X),y —X>.

Complementariedade. Seja K C H um cone convexo fechado, K* = {u € H :
(u,v) >0, Vv € K} oseu dual, e F : K — H um operador. Considere o Problema
de Complementariedade (PC): encontrar x* € K tal que F(x*) € K" e (F(x"),x") = 0.
Definindo

C::Kv f(x’y):<F(x)’y_-x>9

temos que a solucdo do PE coincide com a do PC, portanto também com a do PDV em K.
Se F é (pseudo)mondtono em K e L-Lipschitz (em H), entdo f satisfaz (A1)-(AS) pelas
mesmas condi¢des do caso PDV.

Equilibrio de Nash (m jogadores). Considere um jogo niao cooperativo com m jogadores,
em que cada jogador i escolhe uma estratégia em um conjunto convexo e fechado C; ¢ R™,
e seja

C=C x---xCp.

Paracadai € {1,...,m}, o custo do jogador i € dado por uma funcio ¢; : C — R.
Um vetor x* = (x7,...,x,,) € C é chamado equilibrio de Nash (se todos os jogadores
minimizam custos) se, para todoi € {1,...,m},

¢i(x7,x7;) < ¢i(yin xZ;), Vyi € G,

onde x*; denota o vetor das estratégias dos demais jogadores.
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Defina a bifuncao

m

flx,y) = Z (i (yi,x—i) = ¢i(xi, x-7)), x,y €C.

i=1
Entéo x* € C é equilibrio de Nash & f(x*,y) > 0 paratodo y € C.
Além disso, f satisfaz (A1)—(AS) se, por exemplo:

(a) o jogo for potencial convexo, caso em que f(x,y) = ®(y) — ®(x) (ver (i)
Otimizacido Convexa);

(b) sob convexidade por bloco e diferenciabilidade por bloco, isto é: para cada
i€{l,...,m}afungdo x; — ¢;(x;,x_;) é convexa e continuamente diferencidvel
(C 1), com x_; fixo, obtém-se uma reducao a PDV, onde

F(x) = (Vx1¢1(x)’ S me¢m(x))T,

m

isto é, x é Nash & x é solugdo do PDV, com C = l_l C; ([16l Prop. 1.4.2,
i=1

pp- 24-25)).

Em contraste, hd bifun¢des que satisfazem (A1)—-(AS) e ndo se enquadram em (i)—(v), fornecendo
exemplos genuinos de PE que ndo reduzem a PDV nem a formulagdes separdveis do tipo
h(y) — h(x). Vejamos um exemplo.

Exemplo 1.2.5. Proposicdo 2.6, p.627] Considere H =R" e C = H. Defina f : CxC — R
por
f(x,y) :=y"Ay +x"By —x" Ax,

onde A € R"™" é semidefinida positiva (A = 0) e B € R™" é antissimétrica (B" = —B). Suponha
que exista xo € R" tal que xg Axg > 0. Entdo:

(a) f satisfaz (A1)—-(AS);
(b) f nao é do tipo (i) (PDV), i.e., ndo existe operador F tal que

f(x,y) =(F(x), y—x) paratodoszx,y € C;

(c) f mndo é do tipo (ii) Otimizagdo convexa, i.e., ndo existe ¢ convexa e s.c.i. com
Fx,y) =¢(y) — ¢(x);

(d) f ndo édo tipo (v) Equilibrio de Nash, i.e., ndo existem fungées {¢;}'_ | e uma decomposicio
x = (x1,...,xy) tal que

m

flx,y) = Z (¢i(yisx—i) — ¢i(xi,x))  paratodos x, y.

i=1



Demonstragdo. (a) (A1)—(AS).
(A1) f é de equilibrio.
Temos
f(x,x) =x"Ax +x"Bx — x"Ax = x' Bx.

Como B é antissimétrica (B' = —B), segue que
x'Bx = (x"Bx)" = x'B'x = x"(-B)x = —x'Bx,

logo, x"Bx = 0. Assim, f(x,x) = 0 para todo x € C.

(A2) f é pseudomonétona em C.
Para quaisquer x,y € C,

f(x,y)+ f(y,x) =x"By+y Bx=x"By+x'B'y=x"(B+B")y =0,

pela antissimetria de B.

Logo f(y,x) = —f(x,y), e em particular f(x,y) >0= f(y,x) <0,Vx,yeC.
(A3) f é tipo-Lipschitz.

Para quaisquer x, y,z € H,

fEy) + f(y,2) = f(x,2) = (yTAy +x By —x"Ax) + (" Az + y Bz — y " Ay)
- (z"Az+x"Bz - x " Ax)
=y'Ay—y Ay +z7"Az— 7" Az+ (=x T Ax) — (=x T Ax)
[ —
0 0 0
+x"B(y—2)+y'Bz

=(x-y)"B(y-2),

onde usamos y' By = 0, pois B' = —B.
Pela desigualdade de Cauchy—Schwarz e norma induzida de B, obtemos

[fGey) + f(3,2) = f(x,2)] = [(x =) "B(y = )| < IBIl lx = yll lly = zll.

1
Aplicando ab < E(a2 +b?),

|f (e, 9) + f(y,2) = fx,2)| < @(le =yIF+ 1y —zl).

Logo, para todos x, y,z € H,

B
FE) +f0n2) = f2) = alx=yIP = cally=2Ps cr = s = LB0

(A4) Convexidade e semicontinuidade inferior de f(x, ) em H = R".
Passo 1 (Convexidade de f(x,-)). Fixe x € H = R" e escreva

f(x,y) =y Ay + x"By —x'Ax.

—— ——
=:qa(y) linear em y

A fungio quadrética g4 (y) = yT Ay é C? com
Vaa(y) = (A+AT)y e Vga(y)=A+A".

30
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Como A = 0,isto é, u' Au >0 para todo u, entdo
W (A+ANu=u"Au+u"ATu=u"Au+ (u"Au) =2u"Au > 0,

logo A+ AT = 0. Portanto, pela caracterizagdo cléssica via Hessiana semidefinida positiva, g4 é
convexa.

Além disso, o termo y — x ' By é linear em y e —x ' Ax é constante em y, logo também sdo
convexos. Assim, f(x,-) é a soma de fungdes convexas, portanto € convexa.

Passo 2 (semicontinuidade inferior de f(x,-)). Como g4 é polinomial e x' By € linear,
f(x,-) é continua em R"; em particular, é semicontinua inferior.

(AS) Semicontinuidade superior de f(-, y).
Como estamos em dimensao finita (H = R"), a topologia fraca coincide com a topologia
forte. Assim, basta provar que f (-, y) € semicontinua superior em C para a topologia da norma.
Fixe y € C e escreva

f(x,y) =x"By —x"Ax +y  Ay.

A fungiio x — x ' By é linear e continua; x — x ' Ax é polinomial (grau 2) e, portanto, continuo; e
y' Ay é constante em x. Logo x — f(x,y) é continua em C = R” e, em particular, semicontinua
superior em C.

(D) f nao é do tipo (i)(PDV). Suponha, por contradigdo, que exista F : R" — R" tal que
f,y)=(Fx),y-x) (Vx,yel).
Pela hipétese, existe x € R” com a := x" Ax > 0. Usando x' Bx = 0 (pois B" = —B), obtemos
F,Ax) = (A0)TAX) +xTB(Ax) —xTAx = (1> -1)a (VA €R).
Por outro lado, pela forma de PDV,
J(x,Ax) = (F(x), (1 - 1)x) = (A - 1) (F(x),x).
Igualando as expressdes parad =2e A = 3,

{3a = (F(x),x),

— 3a=4a = a=0,
8a = 2(F(x),x),

o que contradiz a > 0. Logo, tal operador F' ndo existe e f nao é do tipo PDV.

(¢) f nao é do tipo (ii) Otimizacdo convexa (nao € separavel). Suponha, por contradi¢io, que
exista ¢ convexa e s.c.i. tal que f(x,y) = ¢(y) — ¢(x) para todos x, y. Entdo f € separdvel em
(x,y), logo todas as derivadas mistas de segunda ordem se anulam:

62
0x dy

Por outro lado, para
f(x,y) =yTAy +x "By —x' Ax,

temos
2

0x 0y

& ey =By-(A+aTx = (v.7) = B.
o0x
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2

0x 0y

nao é do tipo ¢(y) — ¢(x).

(d) f nao é do tipo (v) Equilibrio de Nash (caso m = 2).
Escreva a decomposicao em dois jogadores

Se B # 0, segue que = B # 0, o que contradiz a separabilidade. Logo tal ¢ ndo existe e f

x=(x,x), y=01,y2), xi, i € RM, nj +ny =n,

e particione as matrizes em blocos compativeis:

All A12 Bi1 B2
A = , B = .
(Azl Azz) (321 Bzz)
Suponha, por contradi¢io, que existam funcdes ¢, ¢, tais que, para todos x, y,
Fx,y) = (o1(y1,x2) = d1(x1,x2)) + (P2(y2,x1) = $2(x2,x1)). (1.7
A forma (1.7) impde as seguintes condicoes necessarias de nulidade de derivadas mistas:
9* 9* 9*

T <o, I <o, /g, (1.8)

9x1 01 0x2 0y dy1 dy2

pois, em (1.7)), y; ndo aparece acoplado com x; no mesmo termo e y; € y, pertencem a termos
distintos.
Por outro lado, para a nossa bifuncao

f(x,y) =y Ay +x"By —x" Ax,

temos (com a convencdo euclidiana {u,v) = v u):

0 0?2
9 ()= By - (A+ATx = 2L vy =B,
0x 0x 0y
2
%(x, y) = (A+AT)y+B'x = o°f (x,y) = A+AT.
dy dy dy
Logo, em blocos,
o f A f A f
= . = . = A AT . 19
dx1 0y, H 0x2 0y> 2 dy1 0y 2% A (19)

Comparando com (1.9)), a existéncia da representacdo de Nash (I.7) exigiria, necessa-
riamente,
Biy=0, Bpn=0, Ap+A] =0. (1.10)

Entretanto, no contexto do exemplo, BT = —B é antissimétrica arbitrdria (em particular,
ndo se impde que os blocos diagonais By, B> sejam nulos), e A = 0 € apenas semidefinida
positiva no sentido quadratico (ndo se assume que seja bloco-diagonal). Assim, para uma parti¢ao
qualquer n = ny + ny, € tipico que pelo menos uma das igualdades em falhe:

ouBi #0, ouBy #0, ouAp+ A;l # 0.

Nesses casos, as condi¢des necessdrias para a forma de Nash sdo violadas, e (1.7) € impossivel.
Conclui-se que f nao € do tipo (v) Equilibrio de Nash (no caso genuino B # 0, ou sempre que
App + A;l # ( para a parti¢ao considerada).

O

A Figura|l.1| abaixo, resume as relacdes de representabilidade (inclusao) e de equivaléncia
de solugdes, indicando também quando a redu¢do ao PDV exige condi¢des adicionais.
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—— Seta continua: contencdo (C) em PE ou PDV ----$ Seta tracejada: implica em PDV (sob condi¢des)

‘ (i) Otimizacdo (minimizagdo) (v) Equilibrio de Nash ’

‘ (iii) Ponto Fixo | | (iv) Complementariedade J

PROBLEMA DE EQUILIBRIO (PE) J

[y

T

{ (i) Desigualdade Variacional (PDV) JA'

{ Exemplo Genuino — fora de (i)—(v)

Figura 1.1: Diagrama: PE, casos (i)—(v) e relacdes com PDV.

1.3 O Método Extragradiente e sua Extensao Subgradiente

Os métodos extragradiente ocupam papel central na resolucdo de desigualdades variacionais
e, mais amplamente, de problemas de equilibrio, especialmente quando a monotonicidade do
operador ou da bifun¢do € apenas fraca (por exemplo, pseudomonotonicidade). Nesta secdo,
abordamos duas variantes fundamentais: o Método Extragradiente cldssico e sua extensao
conhecida como Método Extragradiente Subgradiente.

1.3.1 Surgimento e Motivacao

O Método Extragradiente foi proposto por Korpelevich [32], em 1976, com o objetivo
de resolver problemas de ponto de sela associados a operadores monétonos definidos sobre
subconjuntos convexos e fechados de espagos euclidianos. O método surgiu como uma alternativa
aos métodos de projecao direta (como o gradiente projetado), que podem falhar em garantir
convergéncia ou apresentar desempenho insatisfatério quando o operador ndo € fortemente
monoétono (ver exemplo em [24]]). Desde entdo, o método tem sido adaptado e estendido para
tratar uma ampla variedade de problemas, destacando-se, nesta tese, os problemas de equilibrio
com bifun¢des pseudomondtonas em espacos de Hilbert reais e, em particular, os problemas
de desigualdade variacional. A literatura especializada sobre o tema é vasta, € mencionamos, a
titulo de exemplo, os trabalhos [[11] 29} 41], e suas referéncias.

Apresentamos a seguir a formulagdo original do Método Extragradiente de Korpelevich
(MEGK) para resolver um problema de desigualdade variacional em espacgos de Hilbert.

O algoritmo extragradiente (também chamado de método da dupla projecdo) para resolver
(PDV) € descrito por:

Yn = Pc(x, — AF(x,)),
Xpe1 = Pc(x, — AF(yn)),

em que xo € C é dado, 4 > 0 é o tamanho de passo e P¢ € a projecdo métrica sobre C.
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Quando H = R", a convergéncia do método para uma solugio da desigualdade variacional
foi obtida por Korpelevich sob as hipdteses de que o conjunto-solu¢ao do (PDV) € ndo vazio,

F € monétono e L-Lipschitz-continuo e A satisfazendo a condi¢do 0 < 4 < —.

Em espacos de Hilbert, uma demonstracdo da convergéncia fraca das sequéncias {x,} e
{y,} para uma mesma soluc¢do do (PDV), sob as mesmas hipéteses de Korpelevich, bem como
uma ilustra¢do do processo iterativo correspondente, encontram-se em Censor et al. [11].

A figura abaixo reproduz essa ilustragdo.

Figura 1.2: Representagdo geométrica de uma iteracdo do (MEGK). A partir de x,, realiza-se
uma projecao sobre C apés um deslocamento na dire¢do oposta ao vetor F(x,), obtendo-se o
ponto intermedidrio y, e realiza-se uma nova proje¢do para determinar o proximo iterado x,1.

A extensdao do método extragradiente para problemas de equilibrio € natural quando se
observa que, ao definir f(x,y) = (F(x),y — x), o problema (PE) se reduz ao problema (PDV),
conforme visto na se¢ao anterior (Problemas classicos no formato PE).

Assim, o algoritmo extragradiente para (PE) pode ser reescrito como dois problemas de
otimizac¢do fortemente convexos:

) 1
ya = argmingc {mxn, )+ 5l - y||2} ,
(1.11)

. 1
Xn+l = argmlnyec {/lf(yn» y) + Ellxn - y”Z} .

Esse formato segue da equivaléncia entre projecao métrica e problema de minimizacao
quadratica.
Demonstragdo da equivaléncia.

Da Defini¢ao|l.1.5] segue que
Yo = Pc(xy—AF(x,))

. 1
argmin,, . {ill(xn — AF(x,)) — )’||2} :
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E do Lemal|l.1.4{(c), obtemos

Yn

. 1
argminy,cc {5 (”xn - y”Z + /lzllF(xn)Hz = 244{x, -y, F(xn)>)}

. 1 A2
argmlnyec {/l <F(xn)ay _xn> + E”xn - y”Z + ?”F(xn)”z}

) 1
argmin,,cc {/lf(xn,y) + Ellx,, - )’”2} ;

onde a tltima igualdade segue do fato que argminy .. {g(y) + a} = argmin, {g(y)} .

Analogamente, obtemos 0 argumento minimo X, 1.

Variacdes deste método incorporam passos varidveis ou adaptativos, regularizacdes e
estratégias inerciais, com o objetivo de melhorar a convergéncia e reduzir o custo computacional;
veja, por exemplo, [[10}, 20l 211 [56].

Em sintese, o método extragradiente representa uma das ferramentas fundamentais na
andlise e resolucao de problemas de equilibrio e, em particular, de desigualdade variacional,
tanto na teoria quanto em aplica¢cdes numéricas.

1.3.2 O Método Extragradiente Subgradiente

Como discutido anteriormente, o método extragradiente de Korpelevich exige a realizacdo
de duas proje¢des no conjunto vidvel C por iteracdo. Quando C possui uma estrutura simples
— por exemplo, ¢ uma bola, uma caixa ou um subespaco fechado — essas projecdes sao
computacionalmente eficientes. No entanto, em muitos problemas aplicados, C € definido
por restri¢cdes nao explicitas, tornando a dupla projecao um passo oneroso do ponto de vista
computacional.

Para superar essa dificuldade, Censor, Gibali e Reich propuseram o Método
Extragradiente Subgradiente (MEGS), no qual a segunda projecdo sobre C é substituida por
uma projecao sobre um semiespaco fechado que contém C. Essa modificagdo preserva as
propriedades de convergéncia do método, a0 mesmo tempo em que reduz significativamente o
custo computacional por iteracao.

Antes de formalizar o MEGS, recordamos alguns resultados fundamentais da teoria
convexa.

Proposicao 1.3.1. Seja ¢ : H — R uma fungdo convexa e semicontinua inferior. Para todo
a € R, o conjunto de subnivel

Cyo:={xeH: ykx) <a}
¢ convexo e fechado.

Demonstragdo. Primeiramente, provaremos a convexidade de C,. Sejam x,y € C, et € [0, 1].
Sendo ¢ convexa, vale:

Ytx + (1 -10)y) <ty (x) + (1 =)y (y).
Como ¥ (x) < aey(y) < a, temos:

twx)+(1-ty(y) <ta+ (1 -t)ea =a.
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Logo,
yx+(1-1y) <a,

isto é, tx + (1 — t)y € C,. Portanto, C, é convexo.

Agora, provaremos o fechamento de C,,.
Seja {x,} c C, uma sequéncia fortemente convergente para algum ponto x € H, isto &, x,, — x.
Como x, € C,, temos ¥ (x,) < a, para todo n € N. Assim, pela s.c.i. de ¢, obtemos:

Y(x) < linl)infz//(xn) <a.

Portanto, x € C,, 0 que mostra que C, ¢ fechado. O

Observacao 1.3.1. Em particular, o conjunto C := {x € H : y(x) < 0} é convexo e fechado,
sempre que \ for convexa e semicontinua inferior.

Para a préxima proposicao, relembramos os tipos de separacao entre conjuntos convexos.

Definicao 1.3.1. Capitulo 3, p.34] Sejam A, B C H dois subconjuntos convexos e disjuntos
de um espago de Hilbert real H. Um hiperplano H,, o := {x € H : (w,x) = a}, onde w € H\ {0}
e a € R é dito que:

(i) separa A e B, se (w,a) < a < (w,b),Va € A, Vb € B;

(ii) separa A e B propriamente, se o hiperplano separa A e B e pelo menos um dos conjuntos
ndo esta contido em H,, o, isto é, existe x € AU B tal que (w,x) # a;

(iii) separa A e B estritamente, se {w,a) < a < {w,b),Va € A, Vb € B.

A constru¢do do MEGS pode ser interpretada geometricamente como a substitui¢ao de
C por um semiespaco que o contém. Quando C € descrito como um conjunto de subnivel
C ={x € H : y(x) < 0}, esse semiespaco pode ser obtido via subgradiente, conforme a
proposi¢do a seguir.

Proposicao 1.3.2. /3| Lema 7.3, p.410] Seja y : H — R uma fungdo convexa, z € H, e suponha
que Y é subdiferencidavel em z. Para qualquer w € 0y (z), defina o conjunto convexo fechado
T(z):={x€eH:y(z)+{(w,x—2) <0} SeC ={x e H:y(x) <0} éndo vazio, entdo valem
as seguintes propriedades:

(i) C cT(z);

(ii) Se y(z) > 0 ew # 0, entdo o hiperplano que delimita T(z), H, := {x € H : {w,x) =
(w,z) =¥ (2)}, separa z de C, isto é,

w,y) <(w,2) —¥(z) <{w,2),¥y € C;

(iii) Sew =0, entdo T(z) = H;

(iv) Se y(z) = 0 e w # 0, entdo o hiperplano H, = {x € H : {w,x) = {(w, z)} atua como
superficie de suporte de C no ponto z.
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Demonstragdo. (i) Se x € C, entdo Y(x) < 0. Como w € 9y (z), segue da defini¢do de
subgradiente que
Y(2) +(w,x—2) <y(x) <0.

Logo, x € T(z), o que mostra que C C T(z).

(ii) Reescrevendo T'(z), obtemos
T(z) ={x e H:(w,x) <(w,2) —¢(2)}.
Do item (i), temos C C T'(z), isto ¢,
(w,y) <{w,z) —¢(z), VyeC.
Se ¥/(z) > 0, entdo z ¢ C. Além disso,
v+ wz-2)=y(2)>0 = z¢T(2).

Portanto,
(w,y) <(w,z) =y (2) <{w,z), VyeC,

isto é, o hiperplano
Hy:={xeH:(w,x)=(w2)—¢(2)}

separa z de C.
(iii) Se w = 0, entdo
T(z)={xeH:yY(z)+(0,x—z) <0} ={xe H:y(z) <0}.
Suponha, por absurdo, que ¥(z) > 0. Como 0 € dy¥(z), segue da definicdo de subgradiente que
Y(x) 2y(z) >0, VxeH,
o que implica C = @, em contradicdo com a hipétese. Logo, ¢ (z) < 0 e, portanto, T(z) = H.
(iv) Do item (i), temos C C T(z), isto é,
(w,x) <(w,2) —¢(z), VxeC.

Se ¥ (z) = 0, entdo
(w,x) <{w,z), VxeC,

de modo que C estd contido no semiespaco fechado
{xeH:{(w,x)<{w,2)}
Além disso, ¥ (z) = 0 implica z € C, e claramente (w, z) = (w, z), logo z € H,, onde
H,:={xeH:{(wx)= (w2}
Portanto, o hiperplano H, contém z e suporta C em z, como desejado. i
Outro resultado importante para a construcdo do MEGS ¢ a seguinte proposicao.

Proposicao 1.3.3. Fatos 7.2, p.410] Seja  : H — R uma fungdo convexa e xy € H. Entdo:
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(i) ¥ é continua em xo e Oy (xg) é um conjunto unitdrio se, e somente se,  ¢é s.c.i. e Gateaux
diferenciavel em x(. Neste caso, o unico subgradiente de y em x( coincide com a derivada
Gateaux de W em x, isto é, Oy (xo) = {Vi(x0)}s

(ii) Se Y é continua em xy, entdo  é subdiferencidavel em xo;

(iii) Se H tem dimensdo finita, entdo  é continua e subdiferenciavel em toda parte.

Com essas ferramentas, formalizamos o MEGS para resolver (PDV). Dado x¢y € H,
considere a iteracao:
Yn = PC(xn _/IF(xn)), (112)
Xn+l = PT,, (xn - AF(yn))»

onde
T, = {x €H: <(xn_/lF(xn)) — Yn» x‘)’n) SO}
¢ um semiespaco fechado que contém C.

Observacao 1.3.2. Defina a, := x, — AF(x,) e note que y, = Pc(ay). Pela caracterizacdo da
projecdo métrica (Definigdo[l.1.5)),

<an_yn, y_yn>50, VyEC,
o que implica C C T,. Além disso, a, — y, € Nc(yp), isto é, o vetor (x, — AF(x,)) — y, pode
ser interpretado como um vetor normal a C no ponto y,.

Observacao 1.3.3. Quando C é descrito como um conjunto de subnivel C = {x € H : ¢ (x) < 0},
a Proposigaoll.3.2lmostra que semiespagos do tipoT(z) = {x € H : y(2)+(w, x—z) <0}, com
w € O (z), contém C e podem ser usados como aproximagoes externas de C. Essa interpretacdo
geométrica motiva a denominagdo extragradiente subgradiente, pois o semiespago auxiliar pode
ser construido a partir de informagoes subgradientes associadas a descrigcdo de C.

Vejamos uma interpretacdo geométrica:

Figura 1.3: x,4; € a projecdo do ponto x, — AF(y,) sobre o semiespaco 7,.

Sob as mesmas hipéteses de Korpelevich, porém com F Lipschitz-continuo em H, os
autores em demonstraram a convergéncia fraca do MEGS, o que valida o método como uma
alternativa eficiente ao extragradiente cldssico, sobretudo em contextos onde a projecao sobre C
¢ custosa ou dificil de implementar.
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Extensao do MEGS ao caso de Problemas de Equilibrio
A formulacdo do MEGS para PE fica assim:

ya = argmin {A£ (i) + 31y =2},
Y 1 ) (1.13)
Sret = argmin {17 () + lly =},

onde
T, = {x €H: ((xp—Avy) = yn, X = yn) < 0} € vn € Oaf (xn, yn)-

Note que, no caso particular em que
f(X,y):<F(X),y—X>, X,YGC,

com F : C — H, afungdo y — f(x,y) € afim, logo convexa e Fréchet-diferencidvel em H, para
todo x € C. Assim, pela caracterizacao do subdiferencial de fungdes convexas diferencidveis

(ver, por exemplo, Proposicdo [I.3.3i)), temos
f(x,y)={F)},  Vx,yeC.
Em particular, para os indices do algoritmo,
Vo € Of (Xp,yn) = va = F(xn),
e o semiespago 7, assume a forma
Ty={x € H: {(xa = AF(xa)) = yn, X = ya) < O},

que coincide exatamente com o semiespaco utilizado no MEGS para (PDV) em (1.12)). Dessa
forma, o esquema MEGS-PE recupera, como caso particular, o método extragradiente subgradi-
ente de Censor, Gibali e Reich para problemas de desigualdade variacional.



Capitulo 2

Um Método Extragradiente Subgradiente
Acelerado para PE

Neste capitulo, propomos e analisamos um método extragradiente subgradiente para a
resolucao de problemas de equilibrio em espagos de Hilbert reais. Inicialmente, estabelecemos
um conjunto de hipdteses que asseguram a convergéncia do algoritmo proposto. Em seguida,
enunciamos o algoritmo e discutimos sua boa defini¢cdo, destacando, em particular, as propriedades
fundamentais da sequéncia de tamanhos de passo autoadaptativos incorporada em sua estrutura.
Posteriormente, enunciamos e demonstramos o teorema principal que garante a convergéncia
forte do método para uma solucdo de equilibrio. Como caso particular, apresentamos uma versao
adaptada do algoritmo voltada a resolu¢@o de problemas de desigualdades variacionais. Por fim,
identificamos condi¢des adicionais sob as quais € possivel estabelecer uma taxa de convergéncia
linear para o método.

2.1 Descricao do Algoritmo 1 e sua Boa Definicao

Nesta sec¢ao, propomos uma extensao modificada do algoritmo encontrado em para o
contexto de Problema de Equilibrio, o qual incorpora trés estratégias distintas e complementares:
um termo inercial, uma atualizacdo explicita de tamanho de passo baseada na proporcao durea e
uma etapa de aproximacao por viscosidade. Por isso, chamamos esse procedimento de Algoritmo
Extragradiente Subgradiente Acelerado Explicito por Viscosidade (AESAEV).

Para a andlise de convergéncia da sequéncia gerada pelo método, assumimos que a bifun¢ao
f : HXx H — R satisfaz as seguintes condi¢des:

Condic¢ao A

(A1) f(x,x) =0, paratodox € C;

(A2) f € pseudomondtona em C;

(A3) f satisfaz a condicao do tipo-Lipschitz em H, com constantes c| € ¢7;
(A4) f(x,-) é convexa e semicontinua inferior em H, para todo x € H;
(AS) f(-,y) é fracamente semicontinua superior em C, para todo y € C.

(A6) intC # 0 ou f(x,-) é continua em algum ponto de C, para todo x € H.

40
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Observacao 2.1.1. Se f satisfaz (Al), (A2), (A4) e (AS), entdo o conjunto solugcdo Spe(f,C) é
convexo e fechado. Para uma demonstragdo ver, por exemplo, [41]].

Também consideraremos uma segunda condicao para a andlise de convergéncia, como segue:

Condicao B

Seja {a,} (0, 1) uma sequéncia satisfazendo
+00
lim a,=0 ¢ Zan = +o00.
n—oo 1
n=

Escolha u, € [0, 1) tal que
fim " [lx, = -1 = 0.
n—+00
Observacio 2.1.2. A é facilmente implementada em experimentos numéricos, uma
vez que usaremos o efeito inercial no método proposto e o valor de ||x, — x,-1|| é conhecido antes
da escolha de u,, ver 46l] para mais detalhes. Podemos escolher, por exemplo,

2
n

17 = Xp-1l
T, caso contrario,

(0

min {T, } S€ Xy # Xp—1

u, =

onde T € [0, 1).
A seguir, formalizamos o algoritmo proposto.

Algoritmo 1 : AESAEV para Problema de Equilibrio
Passo 0 (Inicializacao):

1+ V5 2
Escolha parAmetros exdgenos u; € [0,1), 11 > 0, ¢ = 2\/_, O=¢p—-1,ue(0,=).
12

Escolha pontos iniciais xo, x; € H e definan = 1.

Passo 1:
Assuma que x,_1,x, € H, u, € [0,1) e 4,, > 0 sdo conhecidos.
Calcule o vetor inercial

Wp =X t+ un(xn - xn—1)9

e resolva o problema de minimizacao
. 1 )
yn = argmin { A, f (Wy, y) + ) lwn = yII7¢ -
yeC

Se y, = w,, entdo PARE: y, € soluciao do (PE). Caso contrério, continue.
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Algoritmo 1 : AESAEV para Problema de Equilibrio (continuacio)

Passo 2:
Escolhav, € dbf(wy, yu) € gn € Nc(y,) tais que g, = w, —A,v, — ¥, € construa o semiespago

T,={xeH: (Wy— Ay —yn x—yn) <O}.

Em seguida, calcule

‘ 1
7y = argmin {/lnf(yn,y) *3 lwn — yllz} :
yGTn

Passo 3 (Atualizacio com viscosidade):
Defina o ponto auxiliar e, = (1 — 8)w,, + 0x, ¢ atualize

Xps1 = @y g(en) + (1 = ay) 2p,

onde g é uma p-contragdo.
Atualize também o tamanho de passo:

Wi = Vull* + (1 + @) ||zn = yall?
mind A, u(ll yall* + (14 @) llzn — yall?) sed, >0,
4o d,

Ans caso contrario,

/ln+1 =

comd, := f(Wn,Zn) - f(Wn,Yn) - f(yn»Zn)-

Definan := n + 1 e volte ao Passo 1.

Comentarios sobre o Algoritmo 1]

* No Passo 0, os nimeros dados ¢ = e 8 = ¢ — 1 sdo conhecidos na literatura

como propor¢ao durea (ou nimero de ouro), usados, por exemplo, em [[15] 22] [34] [35] 59].
Lembramos que o nimero ¢ satisfaz a equacio ¢*> = ¢ + 1, o qual serd utilizada nas

demonstracdes dos lemas e

* Em comparacdo com algoritmos extragradiente subgradiente que nao utilizam a propor¢ao
durea (veja, por exemplo, o Algoritmo 3.2 em [31]]), o parAmetro u é expandido de

2 .
(0,1) para |0, —]. Noutras palavras, nosso algoritmo € uma extensido dessa classe.

Este relaxamento também foi obtido em [34] Algoritmo 3.1], mas usando uma busca
linear do tipo Armijo, baseada na proporcao durea, para determinar o tamanho de passo
autoadaptativo 4,,. Ressaltamos que, por meio de experimentos numéricos, 0s autores
observaram que o aumento do parametro u melhora o desempenho desse algoritmo e
quando u = 1, o algoritmo tem o melhor desempenho, independente da dimenséo de R™.
No Capitulo 4, desta tese, avaliamos o desempenho numérico do parametro g do nosso
algoritmo.

* No Passo 1, acrescentamos um fator inercial, representado pelo vetor w,, que melhora o
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desempenho computacional do algoritmo.

* No Passo 2, a projecdo no semiespago 7, reduz o custo computacional em relacdo a
projecao sobre C, como em métodos extragradiente classicos.

* No Passo 3, a contragdo g garante que a sequéncia gerada convirja fortemente, mesmo em
espacgos de dimensao infinita — este € o principio da aproximagdo por viscosidade.

* Caso d,, — 0, evitamos problemas de instabilidade numérica — incluindo indeterminacdes

.0 ~ ._a <
do tipo o ou explosoes do tipo 0 com a > 0 — adotando a convencao de que, nesses casos,

o quociente € tomado como +oo.

Observacao 2.1.3. Embora o método tenha sido formulado assumindo que f satisfaz a condigcdo
do tipo-Lipschitz, a regra autoadaptativa para A, permite sua aplicacdo mesmo quando as
constantes c1, ¢ sdo desconhecidas.

O resultado a seguir assegura que todos os passos do algoritmo estdo bem definidos.
Lema 2.1.1. O Algoritmoll|estd bem definido.

Demonstragao. De fato:

Os dados, no Passo 0, sdo todos conhecidos.

O vetor w,, no Passo 1, estd bem definido, pois x,_; € x,, sdo conhecidos. Além disso, y, existe
e é dnico, pelo Lema([I.1.2] (¢ solu¢do de um problema de otimizacao fortemente convexo).

No Passo 2, a existéncia de v, € 3> f (Wn. yn) € gn € Nc(y,) € garantida pelo Lema|[I.1.2] pois,
no passo anterior,

. 1
Yn = argmin,c {/lnf(wn,y) + §||Wn - )’||2} :

Assim, podemos construir o semiespaco 7},, € novamente pelo Lemal|l.1.2] garantir a existéncia e
unicidade de z,,.

Os vetores e, € x,+1, na tltima etapa, bem como a atualiza¢do do tamanho de passo 4,1, estdo
bem definidos, pois dependem de informacdes ja obtidas nos passos anteriores e de pardmetros
exdgenos ao algoritmo. Portanto, o Algoritmo [I|estd bem definido. O

Agora, validamos o critério de parada no Passo 1 do Algoritmo|l} O lema a seguir, mostra
que se o algoritmo termina apds um ndmero finito de iteracdes, entdo y, € uma solucdo de
equilibrio.

Lema 2.1.2. Sob as condicoes (Al), (A4) e (A6), se y, = w,, entdo vy, € Spe(f,C).

Demonstracdo. Se y, = w,, entdo
. 1 2
yn = argminyec \Anf (Yn, ¥) + 5llvn = yI%¢ -
Assim, do Lema temos

0€o [ﬂnf(yn’ y) + %”)’n - y”z] (yn) + Nc(yn)»
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isto é, existe v, € o f (y,, yn) tal que
0€ v, +Nc(yvn),

donde
Ay € NC(yn)~

Pela definicao de cone normal, segue que

1
Como A, > 0, Vn, multiplicando a desigualdade anterior por - chegamos a

Por outro lado, como v, € &> f (yu, yn) € f(yu,-) € convexa, por (A4), entdo

FOY) 2 fOnyn) + Vi Yy =Yn) = (v, y = yu) 2 0,Vy € C,

onde a igualdade segue de (A1) e a ultima desigualdade € devido a (2.1).
Portanto, y, € Spe(f,C). O

A seguinte observacgao serd crucial nas demonstracdes de alguns lemas da préxima sec¢ao,
bem como os fatos, logo em seguida, referentes a sequéncia {4, }.

Observacao 2.1.4. Pelo Passo 2, temos que C C T,,.

De fato, sendo
: 1 )
yn = argminyec {Anf (W, y) + §||Wn -ylI“t,
entdo, pelo Lema|[I.1.2]

0 € B2 f () + 5w = I ) + Neo)

Assim, existem v, € & f(Wp, Yn) € gn € Nc(y,) tal que 0 = A,,v,, + vy, — Wy, + gy, ist0 €,
Gn =Wn = ApVn = Yn.
Agora, sejay € C. Segue de g, € Nc(y,) que
Wn = AV = Yns ¥ = Yn) = (@n> Y = yn) < 0.
Isso implica que y € T,,, donde C C T,.

Lema 2.1.3. A sequéncia {1,} gerada pelo Algoritmoll|é uma sequéncia mondtona ndo-crescente
u
4o max{ci,c2})

e limitada inferiormente por min { A1,
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Demonstragao. Sejan € N fixo. Como f satisfaz a condicao do tipo-Lipschitz, segue que, Vn,

2 2
cillwn = )’n” + C2||)’n — Zn|

IA

FWasz0) = fFWns yu) = f (Vs 20)

IA

max{er, 2} (Iwa = yall® + Ilyn = zal1?)

IA

max{er, 2} (Iwn = yall? + (1+ @)y = 2}

Logo, quando f(wp, z4) = f (Wn, yn) = f(Yn> 20) > 0, obtemos:

plwn = yall? + A+ Qllyn = zal®) a(wn = yull> + (1 + @)lyn = zall®)
4o(fWnszn) = fF(Wnsyn) = f(neza)) — dpmax{ci, c2}(lwn = yall* + (L + @) llyn — 2al1?)
U

4o max{cy,cr}’

Segue da desigualdade acima e da defini¢do de 4,41 que

alwn = yull> + (1 + @) llyn = zll?)

. M .
/l”l’ — /ll’h
mm{ 4¢max{01,02}} : mm{ 4so(f<wn,zn>—f(wn,yn>—f<yn,zn)>}
= A1 < Ay 2.2)

Por outro lado, quando f(wy, z,) — f(Wn, Yn) = f (¥n, 20) < 0, por convencdo, 4,41 = A,. Disto
e de (2.2), concluimos que {1, } é monétona nio-crescente.
Agora, segue de (2.2)) que, Vn > 1,

A2

IA

min { A; K
"4 max{cy, cr}

, 7
A2,
mm{ 2 4<pmax{c1,c2}}

IA

A3

: u
Ay, < Au+ls
mln{ " 4<pmax{c1,cz}} n+l

donde obtemos,

: u : u
mini{Aq, < min Ay,
! { ! 4gomax{c1,cz}} 1n{ 2 4<,0max{c1,c2}}

min { A3 K
"4 max{cy,cr}

IA

: %
< min<{Ad,,
{ " 4g0max{cl,cz}}
< Ay £ 4,V > 1.

Noutras palavras, a sequéncia {4, } € limitada inferiormente por min {4, K . O
4o max{cy, c2}
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Observacio 2.1.5. Como {A,} é uma sequéncia de niimeros reais positivos monotona e limitada
inferiormente, entdo A, — A1 > 0.

Os resultados obtidos garantem a boa definicdo do algoritmo proposto e asseguram
propriedades essenciais para sua andlise. Com isso, estamos aptos a iniciar a investigacao da
convergéncia da sequéncia gerada, tema da préxima secao.

2.2 Analise de Convergéncia

Nesta secdo, desenvolvemos a andlise de convergéncia do algoritmo proposto. A abordagem
¢ dividida em duas partes: primeiramente, apresentamos uma sequéncia de lemas auxiliares
que estabelecem propriedades fundamentais das iteradas geradas; em seguida, utilizamos esses
resultados para demonstrar a convergéncia forte da sequéncia {x, } para uma solug¢ao do problema
de equilibrio.

2.2.1 Resultados Auxiliares

O primeiro lema fornece uma estimativa entre a distncia de z, até uma solucdo x* e
a distancia de w, até x*. Essa desigualdade serd usada para controlar o comportamento da
sequéncia e medir o avanco do algoritmo em direcdo a solucao.

Lema 2.2.1. Suponha que a bifungdo f satisfaz a|Condicdo Ale {z,} é uma sequéncia gerada
pelo Algoritmo|ll Entdo, para todo x* € Spg(f, C), a seguinte desigualdade é vilida:

|z —x ”2 < |lw,-x ”2_ (1 - £ ) ”Wn_yn”2_ (1 Y ] ) ”Zn_ynllza Vn>1. (2.3)
280/1n+1 2 Apt1

1
Demonstragdo. De z, = argminygr, {/lnf(yn, y) + §||Wn - y||2} e Lema|l.1.2} segue que

(Zn) + NT,, (Zn) .

1
0€ 3[40 ) + b =1

Dai, existe n,, € 32 f (Vn, z4) tal que 0 € A,y + 2, — Wy + N1, (2,), donde
—(Annn + 20 — wn) € N1,(20),
e pela defini¢cdo de cone normal, (1,77, + 2, — Wy, y — z4) = 0,Vy € T,,. Isso implica que
Ay N>y = 2n) 2 Wn = 20,y — 20) , VY € T (2.4)

Como f(y,,-) é convexa e n, € 02 f(yn, 2n), pela definicdo de subgradiente,

SO y) = f(n>zn) + 1>y — 2u) ¥y € H. (2.5)
Consequentemente, de (2.4) e (2.5)), obtemos
ﬂn(f(yn’ y) - f(yn’ 7)) = Ay <77n’y —Zn) 2 (W, — ins Y — Zn) Vy € T,. (2.6)

Uma vez que x* € Spe(f,C) c C C T,, podemos tomar y = x* e obter de (2.6)) que

/ln(f(yn’X*) - f(yn,zn)) > (W, — Zn, X — Zn) - 2.7
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Alémdisso,dex™, y, € C,temos f(x*, y,) > 0, e pela pseudomonotonicidade de f, f(y,,x") <0,
o que de (2.7) implica que

~Anf (Yns2n) 2 (Wi = 2, X" = 2n) - (2.8)
Por outro lado, como v, € 9, f(w,, y,), segue da defini¢do de subgradiente que
JOny) = fWnyyn) 2 (Vas y = yn) ,Vy € H.
Em particular, a desigualdade acima vale para y = z,,, isto &,
JWnszn) = f(Wny Yn) Z (Vi Zn = ) »

donde
A (fWnyzn) = fFWas Yn)) 2 A (Vs 20 = Vi) - 2.9

Sendo z, € T,, entdo, pela defini¢cao deste semiespago,

(Wn —AnVn = Yn,sZn — yn) <0

ou
Combinando (2.9) e (2.10)), teremos
An(f(Wny 2n) = F(Wn, ¥n)) = Wi = Yns Zn = Vi) - (2.11)

Somando (2.8) e (2.11)), chegamos em
ﬂn(f(wn, Zn) - f(wn’ yn) - f(yn’ Zn)) = <Wn — Ynsin — yn> + <Wn - Zn’x* - Zn> .
Dai,

20,(f Was zn) = Wi yu) = f (Vs 20))

\%

2 <Wn —Yn.3n — yn> +2 <Wn - ZnaX* - Zn>

2 2 2 2
Wi = Yull™ + Iz = Yull® = llzn = wall® + llwn = zal|
Hllzn = x*[1* = [lwy, — x*||?

2 2 2 2
IWa = yall” + llza = yall” + llza = X717 = [lwn = 7117,

onde na primeira igualdade usamos o item ¢) do Lema
Da desigualdade anterior,

”Zn_X*H2 < ”Wn_X*”2_||Wn_yn||2_||Zn_yn||2+2/ln(f(wna Zn)_f(wn’yn)_f(yna Zn)) (2.12)

Defina
dy = fWn,20) = fFWao ¥n) = f(Vns 20)-

Pela regra de atualizacdo do algoritmo, quando d,, > 0 tem-se

a(lwn = yull> + (1 + @) llzn = yull®)

A <
n+l 4"0 dn

Se, por outro lado, d,, < 0, entdo 4,41 = 4, €, além disso, 2d,, < 0, de modo que a desigualdade
abaixo permanece vélida (pois o lado direito € ndo negativo):

2d, <
" 2(P/ln+1

(110 = yall? + (1 + @20 = yall?)- (2.13)
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Por fim, substituindo (2.13)) em (2.12)), obtemos:

lzn =217 < wa =X 12 = wa = yull® = llza — yall* +
ud
“—(lwn = yal* + (1 + @)z = yall®)
2S0/1n+1
L PN [T
2()0 /ln+1
ﬂ(l + SO) An 2
S I Y ok Sl €A L _
( 20 1ot ”Zn yn”
L WL T
2()0 /ln+1
He A 2
-1 -= - , Yn>1,
( 2 /ln+l) ”Zn yn“ n
onde, na dltima igualdade, usamos o fato que 1 + ¢ = ¢>. O

O préximo lema estabelece uma condic¢ao suficiente para que um ponto de acumulagao
fraco da sequéncia {w,} seja solucdo do problema de equilibrio. Veremos, na demonstracio do
teorema principal, que as hipéteses deste lema surgem naturalmente no processo de andlise.

Lema 2.2.2. Suponha que a seja valida e que {w,} é uma sequéncia gerada

pelo Algoritmo |1l Se existe uma subsequéncia {wy, } convergindo fracamente para z € H e
lim [|wy, —yull =0, lim ||w,, — 2,/ =0, lim ||z,, — yn, || =0, entdo z € Spe(f,C).
k—o00 k—co k—o0

Demonstragdo. De w,, — z e ||wp, — yn. || — 0, obtemos y,, — z. Como {y,} c CeC ¢
convexo e (fortemente) fechado, entdao C € fracamente fechado; logo z € C.
Mostremos agora que z € Spe(f, C).

1
De fato, sendo z, = argmingez {Anf (Yn,y) + §||wn — y|I?}, pela estimativa (2.13)) obtemos

2f(Ynszn) 2 2(f(Wn, z2n) = fF(Wn, yn)) — 3 K (”Wn - )’n”2 + (L +@)|lzn = ynllz) . (2.14)
()0/1n+1
Mas, por (2.11),
1
(fWnoz0) = fWnyyn)) 2 /1_ Wi = YnsZn = Yn) - (2.15)

Assim, combinando e (2.15), obtemos

2
2f (s 2n) = == 0= Y 2n = ) = 3o (Iwa = 3l + (1 + @iz = 3all?) . 2:16)

2Qﬂ/ln+1
Por outro lado, como C c T,, segue de que
1

1 <Wn_Zn,y_Zn>’Vy€C. (2.17)
n

FOny) 2 f(Ynszn) +

Substituindo (2.16) em (2.17), ganhamos:

1
FGe3) 2 = 00 = sz =) = 7= (I = 3ull? + (14 )20 = 3l

4'90/1n+1
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1
T Wn = 2Zn,y — 7n),Vy € C. (2.18)

n

Lembramos que y,, = z€ C, 4, — 4> 0, f(-,y) é fracamente semicontinua superior,
”Wnk - yl’lk” - O’ ”Wl’lk - an” - 0’ ”an - ynk” — 0.

Portanto, fazendo n = ny em (2.18) e tomando o limite superior quando k — oo, obtemos

f(Z,)’)Zlimsupf()’nkaY)ZO, VYEC,

k—o0
istoé, z € Spe(f,C). O
No lema a seguir, obtemos a limitacdo de todas as sequéncias envolvidas no algoritmo.

Lema 2.2.3. Seja {x,} uma sequéncia gerada pelo Algoritmo|l]sob as condigées A e B. Entdo,
para qualquer x* € Spp(f,C), as sequéncias {x,}, {w,}, {zu}, {€n} e {g(e,)} sdo limitadas.

Demonstracdo. Sejax™ € Spp(f,C), pelo Lema[2.2.1} vimos que

% % M /ln 2 1'% /ln 2
”Zn - X ”2 < ”Wn - X ”2 - (1 -5 ) ”Wn - n” - (1 - ) ”Zn - n” . (2.19)
290 /ln+1 Y 2 /1n+1 Y

Além disso,

A, . Ay
nm(l_i )zl_ﬁehm(lﬂ )zl_w.
=00 20 Aps1

2 1
Por hipétese, 0 < u < —, que multiplicando por ~55" resulta em
¥

u 1
0>—-——>-——. 2.20
20 2 (220
Somando 1 em cada membro de 1} e usando a identidade 1 + ¢ = @2, chegamos em
1 1
I 2.21)
2¢ > @

2
Agora, se multiplicarmos 0 < u < — por —g e somarmos 1 em cada membro da desigualdade
¥

resultante, obteremos
1- > > 0. (2.22)

Logo, de 2.21) e (2.22),

1 1
lim (1 _ K A )> -
n—oo 2¢ Ayt ¢
c
2
lim [1-#222 ) 5.
n—0co 2 Ap+

Da permanéncia do sinal do limite, existe n; € N tal que

An 1 An
K >-el1- 2
2(P/ln+1 @ 2 An+1

>0,Vn > n;.
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llzn = X*|| < [Iwn = x"|I, ¥ > s (2.23)

Agora, representando por I, I1, 111, IV, a defini¢do de {x,}, a desigualdade triangular, a
p-contragdo g e a defini¢do de {e, }, respectivamente, obtemos

%41 = 7]

lang(en) + (1 = ay)zn _X*H

lang(en) + (1 = a@p)zn — [anx™ + (1 — a,)x7]||
lan(g(en) —x7) + (1 = an)(za —x7)|

anllg(en) — x*[| + (1 — an)llzn — x|

anllg(en) — g(x*) + g(x™) = x*[| + (1 — @n)llzn — X7
an(llg(en) =g () + llg(x") =x*|) + (1 — @) llzn — 7|
panllen — x| + anllg(x™) = x| + (1 — an)llza — 7|
pan||(1 = 0)(wy = x%) + 60(xp, — x7)|| + anllg(x™) — 7|
+(1 = ap)llzp — X7

p(1 = O)anllwn = x7|| + pOanllxy — x*|| + anllg (x") — x|l
+(1 = an)llzn —x7|I. (2.24)

Da definicdo de {w,} e desigualdade triangular, segue que

[wn =7

”xn + un(xn - xn—l) - X*”

IA

10 = X" + tnllXn = X1l

u
”xn - X*” + a’n_n”xn — Xn-1 ” (2.25)
ap

. u .
Como lim —||x,, — x,_1|| = 0, existe uma constante H; > 0 tal que
n—oo

n

O xn = Xt | < HLY 2 1. (2.26)
o

n

Assim, de (2.23), (2.23)) e (2.26)

llzn = X*| < [lwn = X7 < X = X" + @1, ¥ n 2 0y (2.27)

Substituindo (2.27) em (2.24), produzimos, V n > ny,

%41 =7

(2.27)

<

IAD>

IA

p(1 =) an(|lx, = x*|| + @y Hy) + pay||lx, — x*|| +

ayllg(x™) = x|l + (1 = an) (lxn = x| + @, H)

[o(1 = O)ay + pbay + 1 = ay]llx, — x7|

+p(1 - O)apHy + (1 — @) anHy + anllg(x*) — x*||

[1 - a,(1=p)]llxy —x*| + [p(1 = 0) = 1epH,

+anHy + ayllg(x™) — x7|

llg(x*) —x*[| + Hi
l-p

[1 = an(l = p)]llxn = x*|| + an(1 - p)

lg(x™) — x|l + H,
1-p ’

max {||xn —x"], (2.28)



51

onde A :=p(1-60)—-1<0,poisd =0,62e0<p < 1.
Por indu¢ao matematica (em p € N abaixo),

llg(x*) —x"Il + H,
l-p

[[xXpe1 — X7 Smax{llxn1 - x|, },Vnan.

De fato, para n = ny,

. o 18(x") = X"l + Hy
||xn1+l - X ” < max ”xnl - X ”9 1 —p . (229)
Paran =ny + 1,
o &2 o N8G") =Xl + Hy
n 42 —x7| < max § [l 41 — X7l
l-p
(2:29) x*)—-x*||+H
2 max{”xm ey JeG) =l 1}_
l-p
Suponhamos que a desigualdade seja valida para n = ny + p, com p > 0 natural, isto &,
] o 18(") =Xl + Hy
||xn1+p -x7| < max{”xm = x|l 1—p . (2.30)
Assim, paran =n; + (p + 1),
||xn1+(p+l) _X*” = ||x(n1+p)+1 _X*”
223) o Ng&x™) —x*[[ + Hi
R
-pP
[@30) oy g (x™) = X" + Hi
< max {||lx,, —x7], .
l-p
Ou, de forma equivalente,
* o ”g(X*) _X*” + Hl
||xn+1—x ” Smax{”xnl - X ||, 1_p »vnznla (231)

onde n =n; + p.
Segue de que {x,} é limitada.

Além disso, por (2.27)), {w,} e {z,} sdo limitadas. Sendo e, = (1 —0)w), +6x,, ganhamos a
limitagdo de {e,}, e como consequéncia disso, {g(e,)} também é limitada, vistoque g : H — H
€ continua, por ser uma aplica¢do contracao. O

O préximo resultado fornece uma estimativa da diferenga entre [|x, — x™ 1% e llxner = x°|%,
ajudando a mostrar que a sequéncia se aproxima cada vez mais da solucao.

Lema 2.2.4. Seja {x,} uma sequéncia gerada pelo Algoritmo|l]sob as condi¢ées A e B. Entdo,
para todo x* € Spe(f,C), vale a seguinte desigualdade:

Ho Ay 2 He Ay 2
1- - — - +(1- - — -
( an) ( 20 /ln+1) W, = yall ( a’n) ( 3 /1n+1) |z = yall

< e = X1 = st = %711 + 20, Hs,

onde

* * * u *
Hj :=sup {H) + ||lg(en) = x7[[llg(x") = x7[|} e Hy := sup {—"len — Xn-tlllwn —x II} :

neN neN n
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Demonstragao. De fato, por I, 111, IV (apresentados no lema anterior), desigualdade de
Cauchy-Schwarz (DCS) e Lemal|l.1.4} temos

* I *
||xn+1 - X ”2 = ”a'ng(en) + (1 - a’n)Zn -X ”2
= llan(g(en) = x*) + (1 = an)(zn —x)I°
L-( a) * *
= anllg(en) = x*I* + (1 — an)llzn — x*[1* = @n(1 — an)lig(en) — zall?
< anllg(en) — g(x*) + g(x*) = x*|I* + (1 — ) |z — x*|1?
LITAD) * R
< an(llg(en) — (x> + 2 (g(en) — x*, g(x*) — x*))
+(1 - a’n)”Zn _X*H2
11;DCS ) oo 12 . R
< app”llen = x||17+ (1 = an)llzn = X717 + 2anllg(en) — X7 ||llg(x*) — x7|
v * %
= anp?lI(1 = 0wy + 0x, — x*|I* + (1 — @)z, — x*||?
+2a,lg(en) — x"[|llg(x") — x™|
= anp?|I(1 = 0) (W — x*) + 0(xy — x> + (1 = @) |20 — x7|1?
+2a,|g(en) — x"|llg(x™) — x7||
LT * * *
< anp?[(1 = O)llwy — x*1* + Ollxy = x* 1] + (1 = @) llza — X717

+2an)1g(en) — x|l (x™) — X7 (2.32)

Segue de (2.32) e Lema[2.2.1|que

st = x*1?

LEZT : .
< anp? [(1= 0wy —x*[1% + 6]l — x°|17]

Ay pe A
) [lwy, _yn||2 - (1 - === ) Iz _Yn”z]

* H
+(1 -« wy —x |2 =1 - —

+26¥n||82(€n) - x"|llg(x™) — x™|| , , ,
= [app”™ (1 = 0) + 1 = ay,]l|wy, _X*” + 0, p”||x, _X*”

+2an||g(en) — x"||lg(x7) = x7|| = (1 = an) (1 - = )Ilwn —yall?
2‘10/ln+1

He A, ’
—(1 - 1 =22 _ )
( an)( 2 dour HZn yn” )

Usando o fato que @,p>(1 —0) + 1 —a,, < 1 — 6, p?, teremos

rnst =X 17 < (1 = 0np?) Wy = x"||> + 0 p?|x, — x*||?

+mmﬂm—xwﬂw—xwwvw»@—— ”Mw—mw
2‘;0 /ln+l
A
—u—%%bif "M@—mw. (2.33)
2 /ln+1

Agora, da defini¢ao de {w,}, Lema (b) e desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que:

wn = x*12 = |l + 0 (xy — X0m1) — 57|
< lxn —x*||2+2(un(xn — Xp_1), Wn —X7)
2
< lxn = X774 2upllx, = xp-1llllwn — X7 (2.34)



Observemos que

. u
lim —[lx, = xp-1[llwn = x*|| = 0
n—oo Iy,

pela e pela limitagdo de {||w, — x*||}. Assim, a sequéncia

Uy N
{—len = Xn-tllllwn —x II}
a

n

¢ limitada.

Como H; := sup {ﬁllxn = Xp_1|[|wn — x*ll}, segue de (2.34) que
neN | @n

IA

2 2 u
lwn —x*| [, = x*||" + 2&na—”llxn — Xp—tlllwn = x7|

n

I = x* 117 + 22, Ha.

IA

Substituindo a desigualdade anterior em (2.33)), obtemos

12741 _X*Hz < (1- Hanpz)(”xn _X*Hz + 2a’nI_IZ) + 96¥nP2||xn _X*H2
+ 2an||g(en) —X*|| ||8(X*) — x|

(= a) (1= 2,y

20 An+1
(1 -an)(1-

2
Ll =l

Do primeiro termo da direita, temos

(l - 90{,,,02)(“)6” _X*llz + 2a'n[_IZ) + Qa'npzllxn - X*Hz
= |Ix, = x*||> + 2a,H, — 29a5p2H2.

Logo,
st = X1 < b = (> + 200 Ha = 20050 Hy + 218 (en) — x| g (x*) = x"|

- (1 =ap) (1= £,

yn”2

- (=) (1= Bl - vl

Como o termo —2901,21sz2 < 0, podemos descarta-lo para obter

k k N
onet =212 <l = x° I = (1 —an>(1 oy oo Lt L
An+1
-(l-a ap ( ) Zn n 2
L e L

+ 20, (Ha + llg(en) = X'l lg(") = 2°11).

Sendo

Hj :=sup {Hz + ||g(en) — x"[|llg(x™) —x7I},
neN

33
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obtemos finalmente

Ho Ay 2 ( He ﬂn) 2
l-a,) |l -— Wn=Yull"+ (1 =ap) [1 - —= Zn— Yn
( )( 2(””“)” Yull=+ ( ) > ot | wall

< lxn = x* 11> = lxns1 — x711? + 2anHs3,

como queriamos. O

No udltimo lema, obtemos uma rela¢io recorrente que descreve como a distancia até a
solugdo evolui em cada passo. Essa estimativa serd usada para provar que a sequéncia converge
fortemente para um ponto de equilibrio, via Lema|l.1.3

Lema 2.2.5. Seja {x,} uma sequéncia gerada pelo Algoritmo|l]sob as condi¢ées A e B. Entdo,
para todo x* € Spp(f,C), vale a seguinte estimativa:

st = 12 < (1= a1 = p) 16 = ¥"I1% + @ (1 = p)éa,

onde

_ 2 — x5, 8(x7) —xY) N 2up|lxy = Xp-1llllwn — x™|]
l-p an(1-p)
Demonstragdo. De fato, de I, 111, 1V, (2.27) e Lema|l.1.4] temos:

En

[~

lang(en) + (1 = an)zn _X*Hz
lan(g(en) = g(x™)) + (1 = @) (20 — X*) + an(g(x*) — x|

st = x*1?

LETAY) * *
< lan(g(en) — g(x) + (1 — @n)(za —x*)|I?
+2a, <g(X*) _X*’xn+1 _X*>
LI * *
< anllg(en) — g()I* + (1 = @) llzn — x*|?
+2a, (g(x") — X", X541 — X7)
111;(223) N % # * *
< anp’llen — x* 12 + (1= ap)llwy — x*[1* + 2@ (e —x*, g(x*) —x%)

IV E3 k
= P |(1 = O)wy, + 6x, — x*[1* + (1 — @) [lwy — x|
+2a, (Xpe1 — x5, g(x) = x*)
= 01n102||(1 - 9)(Wn _X*) + Q(Xn _X*)”z +(1- an)llwn _X*“z
+2a, (Xpp1 —x7, g(x") = x*)
LIL.T.4a) . . .
< anp? [(1 = O)lwy = x*|1* + Ollx, — x*|17] + (1 = @) [lw, — x*|

+2a, (Xpe1 — x5, g(x7) = x¥).

Por 2.39).

lwn = x* 112 < e = %117 + 2utlben = xat ] lIwn = 2",
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de modo que, substituindo esta estimativa na desigualdade anterior, obtemos

2 2 2 2
1 = x7|I° < anp [(1 = 0) (llxn = x"N1° + 2unllxn = xp-1 [l wn = x7[) + Ol = x7]|

4 (1= @) (Il = X1 + 2un5, = 1 [l = 2°11)
+ 20 (001 — 2, (1) — 1)
< (@np® + 1= ap) [l = |
+ @ (1= 0) 2050 = %y | 1w = '
+ (1= @) 2uglly = x| wn =

+ 2, {xpe1 — x5, g(x7) — x7).
Como 0 < p < 1, temos p2 < p, e portanto

a/np2+1—a/n<anp+1—a/n:1—an(1—p).

Usando também p2 < p nos termos com u,, obtemos

a1 = 2% )17 < (1 = @ (1 = p)) llxn — x|
+ (a’np(l - 9) + (1 - a'n)) 2un||xn _xn—lll ”Wn _X*”
+ 2, (xp41 — x5, g(x") — x7).

Além disso,
aup(l-0)+1-a,=1-a,(1 -p(1-0)) <1,

pois p(1 —60) < 1ea,>0. Assim,

er =117 < (1 = @ (1 = p)) Iy = x|

+ 2up|lxn = Xp-1 1l [Iwn = X7 + 20 (e —x7, 8(x7) —x7).
Por fim, escrevemos o lado direito como
Ixns1 = x> < (1= an(1 = p)) llxn —x7|7
20041 —x7, 8(X) =x)  2upllxn — Xl [Iwn — 7l
l-p a(1 - p)
= (1= an(1 = p)) n = x"I1* + @ (1 = p) &y,

+ a’n(l _p)

onde . . . .
_ 20041 = X5, 8(x") = x*)  2upllxy = Xp-1ll Wi — x|

l-p an(1-p)
Isto conclui a demonstragao. O

&n :

2.2.2 Resultado Principal

Com os lemas anteriores, temos as estimativas necessarias para demonstrar que a sequéncia
gerada pelo algoritmo converge fortemente para uma solug¢do do problema de equilibrio.
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Teorema 2.2.1. Seja C um subconjunto ndo vazio, convexo e fechado de um espaco de Hilbert H,
e seja [ : HX H — R uma bifungdo satisfazendo a|Condicdo Al Escolha u, € [0, 1) verificando

a|Condicdo B|e suponha que o conjunto solucdo Spg(f,C) é ndo vazio. Entdo, a sequéncia
{x,} gerada pelo Algoritmo |I| converge fortemente para um elemento x* € Spp(f,C), onde

x* = Pg,(r.0)(8(x7)).

Demonstragdo. Afirmamos que a sequéncia {||x, — x*||?} converge para zero.
De fato, vimos no Lema que

ans1 < (1 =yp)ay + yuby, ¥V n > 1,

onde
an = 10 = x* 1% 0 = (1 = p)an € by = &,

Logo, pelo Lemal|l.1.3| € suficiente mostrar que lim sup <g(x*) — X", Xyl — x*> < 0, para toda
k—o00
subsequéncia {||x,, —x"||} de {||x, —x"||} satisfazendo

lim inf (llxnk+1 _x*” - ”xnk _x*”) > 0.

k—o0
Seja, entdo, {||x,, —x"||} uma subsequéncia de {||x, — x*||} tal que
lminf(||x,+1 — x| = ||xn, = x*||) = 0,

k— o0

segue que
lim inf (|1 — )1 = [, — x*[1)
k— o0
= liminf(|lxp+1 = X7 = [, = X D Uxng+1 = x5 + g, = 7],
k—o0
donde

tim inf (et =12 = 1, = x°11%) 2 0. (2.35)

Pelo Lema[2.2.4] obtemos

. ﬂn
lim sup [(1 — @y, (1 _H £ ) lWn, — ynk”z

k—sc0 20 Apysl
/1 . * k
+(1 —an,) (1 B ) |2, —ynkllz] < limsup[[lx,, = x*[1* = x40 = x[I°]
2 /ll’lk+l k—o00
+2H3 lim sup «;,,
k—o0
= —timinf{l, =51 = I, =12
< 0.
Isso implica que

kh—I}c}o ||Zl’lk - ynk” =0. (237)
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Combinando (2.36) e (2.37)), teremos

Bim [, = 20,11 = 0, (2.38)

pois 0 < [[wi, — Zue |l < NWaye = Yl + 1y = 2 ll-
Além disso,

”Wnk _xnkH = ”xnk + Uy, (xnk _Xnk—l) _xnk” = unk”xnk _Xnk—lll
u
= %, = Xnpe1ll = O, (2.39)
ng
Un,

pois lim

k— o0 Nk

Da definicdo de {x,} e desigualdade triangular, segue que

%0, = Xn—11l = 0 e {ay, } € limitada.

nee1 = Xn I = Nlan,g(en) + (1 — an)zn, — xnl

llan, (g(en) = xn) + (1 = an) (zn, — x|

anllg(en) = xn | + (1 = an) lzn, — x|l

anllg(en) = x*Il + anllxn, = X" + llzn, = W,

Hlwn = 2xn, I, (2.40)

IA

IA

onde, na ultima desigualdade, usamos o fato que 1 — @, < 1.
Aplicando o limite em (2.40) quando k — oo, obtemos

kh—{ro}o ||xnk+1 - xnk” =0. (241)

Sendo {x,, } limitada, existe uma subsequéncia {xnkj} de {x,,} tal que X, =4 € H.
Dai,

lim sup (g (x*) — x*, x,, —x*)
k—o0

lim <g(x*) —x*,xnkj —x*>
Jj—oo

(g(x") —x", g —x%).

Por outro lado, de X, = g€ ||Wnkj = Xny, || = 0, temos Wiy, = - Assim, pelo Lema[2.2.2}
q € Spe(f,C). Como x™ = Pg,.(r.0)(8(x7)), isto &, (¢(x") —x",x —x") <0,V x € Spe(f,C),
segue que

lim sup (g (x*) = x°, %, —x*) = (g(x") = x", g = x°) < 0.

k—o00

Por 2.41), ||xp,+1 = X, || = 0, entdo

limsup (g(x*) = x*, xp41 —x*) < 0. (2.42)

k—o0
Logo, da defini¢do de &,, relagdo (2.42), (Condicao B|e limitagdo da sequéncia {||w,, — x*||},
temos que
limsupb,, = limsupé,, < 1 lim sup (g(x*) — X", Xyl — x*>
k— o0 k—o00 - k—o00
. Up, *
+1 limsup — |y, = Xn -1 [[|Wn, — X7
- k— o0 ng
< 0.

Portanto, pelo Lemal(l.1.3] lim a, = lim ||x, —x*||* = 0, donde {x,} converge fortemente para
n—oo n—00
x* e Spe(f,C). m|
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A seguir, mostramos como esse resultado se aplica, de forma direta e natural, ao caso
particular das desigualdades variacionais.

Aplicaciao a Problemas de Desigualdades Variacionais

Vimos que, quando a bifuncdo é dada por f(x,y) = (F(x),y —x), Vx,y € C, com
F : C — H um operador, o problema de equilibrio (1.2) se reduz ao problema de desigualdade
variacional (1.6), e o esquema iterativo correspondente é descrito por

. 1
Yn = argminyec {/lf(xn, y)+ Ellxn - y”2} = Pc(xn — AF (xn)),

. 1
Xn+l = argmlnyETn {ﬂf(yn, y) + Ellxn - y||2} = PT,, (xn - /1F(yn))-

Além disso, se o operador F for pseudomonétono em C e L-Lipschitz continuo em H, entdo
as condicdes (A2) e (A3) sdo automaticamente satisfeitas, ou seja, a bifuncdo f € pseudomondtona

em C e do tipo-Lipschitz em H, com constantes ¢; = ¢p = > Observamos também que as

condicoes (A1) e (A4) continuam vélidas nesse contexto.
Assim, o resultado de convergéncia do Teorema [2.2.1]aplica-se diretamente, como sintetiza
o coroldrio a seguir, sob hipéteses especificas impostas ao operador F.

Condicao C

(C1) Para algum L > 0, F é L-Lipschitz continuo em H, isto é, ||F(x) — F(y)|| < L|lx = y|l,

Vx,y € H;
(C2) F é pseudomonétono em C, isto &, (F(x),y —x) >0 = (F(y),x —y) <0,Vx,y € C;

(C3) limsup (F(xy,),y —x,) < (F(x),y —x), paratodo y € C e toda sequéncia {x,} C C tal
n—oo

que x, — X;
(C4) O conjunto solugdo Sppy (F, C) é ndo-vazio.

Corolario 2.2.1. Seja f : HX H — R dada por f(x,y) = (F(x),y—x), onde F : H— H é
um operador satisfazendo a[Condi¢do G Escolha uy, € [0, 1) verificando a Gere

iterativamente as sequéncias {x,}, {vn} e {z,} como segue:

1 2
+\/§,0:¢—1,u€(0,—).
2 ¢

Dadas as iteragcoes atuais x,—1 e X, COnstrua o semiespagco

Sejam xo,x1 € H, u; € [0,1), 11 >0, ¢ =

Ty ={x € H:{wy— A F(Wn) = yn,x — yn) < 0}.
Calcule
Wi = Xy + Up (X — Xn-1,)
yn = Pc(wy — A, F(wy)),
Zn = Pr,(Wn — 4, F (Y1),
e, = (1-=0)w, + 6x,,

Xpel = ang(ey) + (1 — ay)z,.

Atualize o tamanho de passo A,+1 da seguinte maneira:
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M ||Wn_yn||2+(1+90)||Zn_)’n||2}
s ,Se(F(W)—F( )’Z_ >>0
46 (Fwa) = Fn)s 2n— ) n) T R
An, caso contrdario,

min <A
Aps1 = { "

Entdo a sequéncia {x,} converge fortemente para x* = Ps, ., (r.c)(8(x)).

2.3 Taxa de Convergéncia

Para obtermos a taxa de convergéncia do nosso algoritmo, vamos assumir que f € y-
fortemente pseudomondtona em C e que a sequéncia {u,} C [0,a] c [0, 1) é ndo-decrescente.
Os seguintes resultados podem ser obtidos com a ajuda do método apresentado em [48] [51]].

Lema 2.3.1. Suponha que as condicoes (Al), (A3), (A4) e (A6) sejam validas e que f é
v-fortemente pseudomonétona em C. Seja {x,} gerada pelo Algoritmo |l| Entdo para todo
o€ (0,1), existem N e N, v =v(0) e e =e€(0) tais que v,e € (0,1) e

a1 = x"1% < vilwy = "1 = €llxner = wall,Vn = N, (2.43)
onde x* é a uinica solucdo de Spg(f,C).

Demonstragdo. De fato, como x* € Spe(f,C), f(x*, y,) = 0V n. Pela pseudomonotonicidade
forte de f, obtemos f(y,, x*) < —y|ly, — x*||%. Isso implica de (2.7) que

_ﬂnf(yn» Zn) 2 <Wn - Zn,x* - Zn) - /lnf(yna X*)
> (W= 20 X" = 2n) + Ay llyn — x| (2.44)

A parte restante é semelhante as provas de (2.3)) no Lema[2.2.1|e de (2.33) no Lema Assim,
podemos obter, respectivamente:

lzn —x*II° < flwy—x ||2—(1—— ‘ )llwn—ynll2
2‘10/1n+1
He A .
- (1 - =" ) |z, — )’n”2 = 2yAullyn —x ”2
2 /ln+1
) He Ay ) 2
< w,=x7|"=-11-—= Wy, —
W I ( 2 Aot W, = yall
A .
- (1 - & . ) ”Zn - yn”2 - 27/111”);11 - X ”2’ (245)
2 Ans1

st =217 < (1= 0p?) W = x*|1> + 6|, — x*||?

. . . He A
+2a,[g(en) —x"|llg(x™) = x7[| = (1 — ay) (1 == )”Wn_yn”2
2 Ans1

He A *
_(1 - a’n) (1 - ) nl) ”Zn - yn||2 - 27/1n(1 - a’n)”yn - X ”2 (2.46)
n+

Agora, provaremos a desigualdade (2.43]). Com efeito, sabemos que

(1o 1- 42

2 n+l

) >0,Vn > n;.
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Dado o € (0, 1), gracas a (2.46)), obtemos

et =17 < (1= 0ap?) W = 117 + 62,p* |y = x*1?

P2anllglen) =2 lllg() =5l = (1= aw) (1= 222 v = 2
2 Aont
Ay "
(=) (1= B2 ) (1= o) 1zn = yal? = 240 (1 = @) [lyn — 7|12
2 /ln+l

= (1 - Ha'npz)”Wn _X*”z + ga'npzllxn _x*||2

. . . He A
+2a,lg(e,) —x"|[[g(x™) = x7|| = (1 — ay) (1 - == )<f||wn—yn||2
2 An+1

-(1- n)( 2 e )(1_0_) [”Wn yn||2+||zn_yn”2]

=2y, (1 = ay)llyn — x ”
(1 - Ha'npz)llwn - X*Hz + Ha'npzllxn _X*Hz

+2a,|g(en) = x7(llg(x™) = X7 = (1 — an) (1 -5 )UHWn - yall®
2 /ln+1

IA

~3 =) (1= (= ol =l
=2y, (1 = a)llyn —x"|1%. (2.47)
Usando a definicdo de x,1, podemos escrever
Zn = Wn = (Xps1 = wa) — an(g(en) — zn).

Segue dai que

”Zn - Wn||2 = ||(xn+1 - Wn) - a’n(g(en) - Zn)”2
= lxpe1 — Wn”2 + a'rZ;HZn - g(en)llz — 2 (Xp+1 — W, 8(€n) — Zn)
2 ||xn+l - Wn||2 + a’%HZn - g(en)llz - 2a’nl|xn+1 - WnH”Zn - g(en)”(2'48)
Seja
2 —
B = min{ 4,ugo o, /ly} , onde A = lim 4, (> 0).
Entao
1im(1—oz,,)(1—M An )0‘22,8,
n—oo 2 Apyl
o1 A, 1
nh_)n(}o E(l —an)(l - %ﬂnﬂ) (I1-0) > 2(1 - —) (I1-0)o = B(1-o0),

lim y4,(1 —a,) =yd > B.
n—oo

Assim, existe N > nj tal que, para todon > N,

An
(1 —an)(l —%A 1)0’223,
n+

s-an(1- ) 10y g1 -0

’}//1,,(1 - a'n) 2 ﬁ
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Usando essas estimativas, juntamente com e (2.48), chegamos em

ner =17 < lwn = 12 = 28wy = yall® = B = &) Ins1 = wall® = 28 llyn = x*|I?

= llwn =17 = 2B(Ilws = yall® + 1lyn = x*1%) = B = &) [Ixns1 = wall*.

1 .
Como ||a|> + ||b||*> = §||a +b|)? para quaisquer a,b € H,tomandoa =w, —y,e b =y, — x",
obtemos |
Wi = yull® + [lyn = x*[1* > Ellwn - x|

Logo,
[x0s1 = X* 12 < Nwa = X* 12 = B llwn = x*|1> = B = ) [|Xns1 — wall?
= (1= B) llwn = x> = B(1 = &) lIxns1 — wall, Vn>N.

Por fim, definav :=1-8€ (0,1) e e := (1 —0o) € (0,1), pois o, B8 € (0,1). Isto prova
(2.43)). O

A seguir, com o auxilio do lema anterior, enunciaremos e provaremos o teorema que
garante a taxa de convergéncia R-linear do nosso algoritmo.

Teorema 2.3.1. Suponha que a bifungdo f é y-fortemente pseudomonotona em C e satisfaca as
condicoes (A3), (A4) e (A6). Seja o € (0,1) e @ > 0 satisfazendo

3

LS —F, 2.49
veE+2v+ € ( )
2—puyp

onde v = I—B,e:ﬁ(l—c),ﬂzmin{

o',/ly} e A = lim A,. Entdo, a sequéncia
n—oo

gerada pelo Algoritmo |l| converge em norma para a iinica solucdo x* do problema PE(f,C),
com taxa R-linear.

Demonstragdo. Pela defini¢do de {w,}, temos que

(1 + w) (X = X*) = s (g — x|
(1 + un)”xn _x*”Z - un”xn—l _x*||2 + un(l + un)”xn _xn—lll2

lIwn = x*|1?

||xn+1 _Wn”2 ”2

= ||xn+1 —Xu||” + u%”xn - xn—1||2 - 2u, <xn+l —Xp, Xn — xn—l)
2 2 2
2 lxnrr = xall” + wylloen — xn—1 17 = 2un X041 = xnl 10 = xn-1|
2 ||xn+l _xn”2 + uZ”xn - xn—lllz - un”xn+1 _xn”2 - un”xn - xn—l”2

(1 = up)|IXn41 — xn||2 — un(1 = up)||xy _xn—1||2~
Combinando essas desigualdades com (2.43)), obtemos, Vn > N

er =17 < v+ up)lln = X112 = v a1 = 212+ van (14 ) by = x|

2 2
_E(l - un)”xn+l - Xn||* + eun(l - ”n)llxn - Xp—1]”
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Como {u,} é ndo-decrescente, i.e., u, < u,+1, entdo

[20s1 = X* 12 = Vitgarllx, — 21 + €(1 = ) 1Xn1 — xal1?
2 2 2
< o [”xn — X7 = upllxn-1 = X717 + €(1 = up)llxn = xp-1l ]
- [Vf(l - un) - Vun(l + un) - Eun(l - un)] ”xn _xn—lllz- (2.50)

Definindo, Vn > N, T := [lxn — x*[|> = ttnllXn-1 — |1 + €(1 = ) 1xn — xa-1]|, por (2.50) e
v € (0,1), obtemos

Dovt = lxpsr — x*”2 — Upyt X, = x*”2 + €(1 = ups1)|Xn41 —xn||2
Xn1 = X117 = Vit 1w = x* 1P + €(1 = ) [Xne1 — xall?
2
v = [ve(l —up) — v, (1 + up) — €un (1 — up)] |10 — xn-1]|" (2.51)

IN A

Definindo Q,, := ve(1 —u,) — vu, (1 + u,) — €u,(1 — u,), mostraremos que Q,, > 0,Vn > N.
De fato, como u,, € [0, 1), entdo u, (1 + u,) <2u, <2a,u,(1 —u,) <u, <ael-u,>1-a

Assim, de (2.49),

Q,>ve(l—a)—-2va—eax =ve—a(ve+2v+¢€)>0,Yn>N.

O que implica de (2.51) que I+ < vI,,Vn > N.
Agora, mostraremos que [, > 0,Vn > N.

143 €
De fato, como u,, < a < < ,entao 1 —u, > €, consequentemente,
veE+2v+e€ 2+€ 2+€
e(1 —uy) >
—_— > Uy.
2 n
Logo,
I, = [1-€(1- —x*)? +e(1 - - x*)? - 2) - —x*))?
n = [1=€e(l—un)]llxn —x7(|7 + (X —un) {loxn = X" + [l = X117 = snllxp-1 = x7|
o €(1—uy) 2 2
> [1—€(l—up)]llxn— x|l +Tn”xn—l_x*” = U ||xn-1 — x7|
> [1-e€(l=u)]llx,—x"|*>>0,Vn>N.

Agora, como [, < vI,,Vn > N,obtemos I[,4; <vI[, <--- < v N+, Portanto,
#112 *)12 I'y n
- n— = - — Up n— = TV
(I=)lxn —x"|I7 < [1 = €(1 = up)Jxn —x™||" < e

isto €,
I'y
T (1-evN

o que implica que {x, } converge R-linearmente para x*. O

e = 2|1 < Vi,¥n>N,



Capitulo 3

Método Extragradiente Subgradiente
Duplamente Acelerado para PE

Neste capitulo, propomos uma extensao do algoritmo apresentado no Capitulo 2, incorpo-
rando uma estratégia adicional de aceleracdo por meio de um segundo termo inercial. O objetivo
¢ potencializar o desempenho computacional do método, preservando a convergéncia forte sob as
mesmas hip6teses impostas a bifun¢do e mediante a escolha de uma nova sequéncia que satisfaz
a A nova versdo, denominada algoritmo extragradiente subgradiente com duplo
passo inercial, combina mecanismos de atualizac@o autoadaptativa de passos, aproximagao por
viscosidade e aceleracao inercial dupla. Essa combinag¢do visa reduzir o nimero de iteracdes € o
tempo de execucao necessdrios para alcangar solugdes de problemas de equilibrio em espacos de
Hilbert reais.

3.1 Descricao do Algoritmo 2

Nesta secao, formalizamos o algoritmo extragradiente subgradiente com duplo passo
inercial, cuja estrutura € baseada no método apresentado anteriormente, enriquecido agora por
dois termos inerciais distintos. O primeiro termo, w,, segue as abordagens cldssicas de inércia e
¢ o mesmo utilizado no Algoritmo|l| Ja o segundo termo, w,, € incorporado diretamente nas
etapas de avaliagdo da bifuncdo e de construcido do semiespago auxiliar. Essa dupla contribui¢ao
inercial visa potencializar a aceleracdo do processo iterativo, preservando a estabilidade e a
robustez da convergéncia.

Para isso, escolhemos uma nova sequéncia {s,} C [0, 1), a qual também satisfaz a[Condi¢ao]

, isto €, ngril ;—n lx, — xn—1]] = 0. Essa sequéncia é utilizada na constru¢io do ponto w,, que

n
substitui w, nas etapas de minimiza¢do do método (defini¢des de y, e z,). Com isso, o algoritmo

¢ descrito da seguinte forma:

Algoritmo 2 : Algoritmo extragradiente subgradiente com duplo passo inercial para (PE)

Passo 0 (Inicializacao):
1+5
2

2
Escolha pontos iniciais xo,x; € H, u1,s; € [0,1),2; >0, ¢ = ,0=¢p—-1,ue (0, —)
Y

edefinan = 1.
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Algoritmo 2 (continuagao)

Passo 1:
Assuma que x,_1,Xx, € H, u, s, € [0,1), 4, >0 (n > 1) sdo conhecidos.
Calcule

Wy = Xy + Up(Xy — Xp-1), Wy = Xp + 8, (X — Xp-1),

e resolva o problema de minimizacao

. — 1 _
Yy, = argmin {/lnf(wn,y) + §||Wn - )’||2} .
yeC

Se w, = y,, entdo PARE: y, é soluciao do (PE). Caso contrério, continue.
Passo 2:
Escolhav, € 9 f(Wy, yu) € g, € Nc(y,) tais que g, = w,, — A, v, — y, € construa o semiespaco

Entao, calcule

. 1 _
Zn = argmin {/lnf(yn,y) + Ellwn - yllz} :
yeTy,

Passo 3 (Atualizacdo com viscosidade):
Calcule
en = (1=0)w, + 0x,, Xpi1 = ang(en) + (1 — ay)zp,

onde g : H — H é uma p-contragao.
Atualize o tamanho de passo A,,4+1:

mind 1 w(IWn = yall* + (1 + @)llzn = yull?)
Aps1 = " 4()0(f(wna 2n) = fWn yn) = f(n, Zn))
Au, caso contrario,

}, sed, >0,

comd, = f(Wn,2n) = fWno Yn) = f(Vns 20)-

Definan := n + 1 e volte ao Passo 1.

Observacao 3.1.1. A verificacdo da boa definicdo do Algoritmo|2|é andloga a do Algoritmo
uma vez que as alteracoes introduzidas ndo afetam a estrutura funcional dos subproblemas de
minimizagdo e demais etapas do algoritmo. Isso também vale para as propriedades da sequéncia

{An}.

3.2 Anadlise de Convergéncia

Para a andlise de convergéncia do Algoritmo 2| procederemos de forma semelhante a que
fizemos para o Algoritmo

Os dois primeiros lemas auxiliares serdo apenas enunciados, pois suas demonstracoes
sd0 as mesmas dos lemas e[2.2.2] trocando w, por w,, visto que a expressdo de w, nio é
utilizada nas etapas das demonstragdes.
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Lema 3.2.1. Suponha que a bifuncdo f satisfaz a|Condicdo Ale {z,} é uma sequéncia gerada
pelo Algoritmo |2l Entdo, para todo x* € Spg(f, C), a seguinte desigualdade é vilida:

S22 #ﬂn)_ 2( usvxln) )
n—X <|w,=x"|"-{1-=— Wa—yull" =11 -—= Zn—=yull",Vn > 1. (3.1)
len =" I < 7 ='] ( e L 3l =l

Lema 3.2.2. Suponha que a |Condicdao Al seja vilida e que {w,} é uma sequéncia gerada
pelo Algoritmo 2| Se existe uma subsequéncia {wy, } convergindo fracamente para z € H e

lim ||[Wp, — yn, |l =0, im ||[Wy, — 24/l =0, lim ||z, — yu. |l =0, entdo z € Spe(f,C).
k—o0 k—c0 k—o0

As demonstragdes dos demais lemas envolvem diretamente a expressao de w,, o que as
diferencia, em certos aspectos, das demonstragdes correspondentes da Se¢do 2.2.

Lema 3.2.3. Seja {x,} uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 2] sob as condi¢ées A e B. Entdo,

para qualquer x* € Spe(f,C), as sequéncias {x,}, {w.}, {wn}, {zn}, {en} e {g(en)} sao
limitadas.

Demonstragdo. Da defini¢do de {w,} e desigualdade triangular (DT), temos:

[Wa — x| 10 + ttn (X = 1) = x|

IA

10 = X" + wnllon = X1l

u
”xn - X*” + a’n_n”xn _xn—lll' (3.2)
ay

Usando o mesmo argumento de (3.2)) para w,, = x,, + s,(x, — x,—1), obtemos

||Wn _X*” ”xn + Sn(xn _xn—l) _X*”

IA

1260 = X1l + Sullxn = xn1

h)
= ”xn _X*” + a/n_n”xn _xn—lll- (3.3)
ay
Como S U
lim —=|lx, —x,-1]l =0 e  lim —|lx, —x,—1]| = 0.
n—oo @, n—oo ¥y

existem nimeros positivos My, M, tais que

S u
a—nllxn — X1l < My e Zlxy — xno1 |l £ Mo, Vn > 1.
n n

Logo, fazendo M* = max{M;, M;}, de (3.2) e (3.3) obtemos, respectivamente, que

[lwh _x*” < |lxn _x*” + a, M, < |[|x, —X*“ +a,M* (34)

Wn = 7|l < llxp = x| + @My < ||, = X7|| + @, M™. (3.5)
Por outro lado, da definicdo de {e,} e (3.4),

llen —x7|l (1 = O)wn + Oy = x7|| = [[(1 = ) (wp = x7) + 0 (xn —x7)|

S
NS I

(I=0)llwp, —x*|| + Ollx, — x*||
(1=06) [llx, = x*|| + @y M*] + 0]|x, — x"|
[[x, = x*|| + (1 = O)a,,M*. (3.6)

IA



Portanto, para todo n > n,

lang(en) + (1 = ay)zn _X*”
llan(g(en) —x7) + (1 = an)(zn — X))l

[loen1 = X7l
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DT k 3k

< anllg(en) = x| + (1 = an)llzn — x7||

: .

< anllg(en) —x7|| + (1 = an)||wy — x7||

= anllg(en) — g(x*) + g(x*) —x™[| + (1 — @y)[[wy, — x7||

DT o .
< an(llg(en) —g(xX)I + llg(x™) —x7|) + (1 = a@n)[[wy, — x|

p—contracao

panllen = x7|| + anllg(x*) = x| + (1 = @)Wy — x|

(.5).(.6),1-0<1
< pay ([1x, = x*|| + @, M™) + a,]|g(x™) = x7|]

+(1 = an) [llx, — x|l + @nM7]

= [pan + (1 = @)] llxn = X[ + pagM* + (1 = @), M*

+anl|g (x7) — x|

= [oa, + (1 —a,)] ||xn—x*||+(p—1)a5M*+anM*

+anllg (x7) — x|

p_1<0 3k * * £
< [1—au(l = p)]llxn = x|l + €M™ + ayllg(x™) — x|
. M* + ||g(x*) —x"||
= [1—an(l = p)]llxy = x| + @n(1 = p) =
M*+ k) _ *
< max{”xn_x*”, llg(x*) —x II}
l-p
M*+ % _ k
< max{llxn,—x*ll, lg(x*) —x II}’
l-p

isto é, {x,} € limitada. Além disso, por (3.4), {w,} € limitada; por (3.5), {w,} € limitada;
por (3.6), {e,} € limitada e, consequentemente, {g(e,)} é limitada. Por (3.5) e (3.1), {z,} é

limitada.

O

Lema 3.2.4. Seja {x,} uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 2] sob as condigées A e B. Entdo,

para todo x* € Spg(f,C), existe H3 > 0 tal que:

oA\ — 2 He Ay 2
1- 1-—— - +(1- 1-— —
( @) ( 2¢ /ln+l) W, = yall ( ) ( > /ln+1) |zn = yall

< llon = X1 = 1xnss = x*11% + 20, H3.

Demonstragdo. Andlogo a demonstragdo inicial do Lema[2.2.4] obtemos

xe1 =117 < @np® [(1 = 0)llwy = x*|1? + 6llx, — x|

_ . A _ A
+(1 - ay) [nwn —x|? - (1 - £ ) %, — yull? = (1 _EE ) [F2 —ynnz]

20 Apt1 2 An+1

+2ay1g(en) — x*[llg (x™) — X"

3.7

(3.8)
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Pela defini¢do de {w,} e Lema (b), temos

”Wn _X*H2 = ”xn + un(xn _-xn—l) _-X*Hz
LemdI.1.4b)
< ”xn _x*”2 +2 <un(xn _xn—l)a Wy _X*>
DCS w2 .
< Ixn = X717 + 2upllxn — xp-1l[llwn — 27| (3.9

- o N . |u e
Agora, da|Condicao B|e limitacdo de {w,}, a sequéncia {—"llxn = Xpn-1|lllwn — x*ll} ¢ limitada.
ay

. . — u —
Assim, existe H, > 0 tal que — ||x, — X,_1||[|wn — x*|| < Hp, Vn > 1.
ay

Logo, .
lwn = x*|1> < |lxn = x*||* + 2anHa, V0 > 1. (3.10)

Substituindo (3.5) e (3.10) em (3.8)) , segue que
@up? (1= 6) [llxn = x*|I> + 22, Ha | + @p?6|x, — x7||

+(1 = ) [|Ixn = x*|| + @pM*]?

oA — 2
—(I-ap) |1-+— Wn = Yn
(10 (1 2ot i, -l

He Ay 2
( )( > ﬂn+1)“ Vall
+2a,llg(en) —x*|lllg(x™) = x|
= app’lxn — x| +2(1 - O)a;p*Ho

(1= @) ([l = "2 + 20y = x| + 22012

IA

st = x*|I?

A _
—<1—an>(1—% L )nwn—ynn2

2 /ln+1
He An 2
—(1 = 1 - 22 —
( a'n) ( > /1n+1) lzn = yaull
+2apllg(en) — x*|llg(x™) — x7|I. (3.11)

Note que, Vn > 1, existe uma constante Eg > ( tal que
%2
2

(De fato, {x,}, {g(e,)} sdo limitadas pelo Lema(3.2.3|e 0 < @, < 1.)
Usando essa estimativa e o fato que

(1= )™ oy + (1 = a)M*[lxy = °l| + To—an(1 = ) + g (x") = ¥*llllg(en) - *I| < H.

ap’+(1—a,) <1 (pois @+ (1—ay) =1—an(l _pz)),
arelacdo (3.11)) se escreve como:

% X A _
er — 72 < ||xn—x||2—<1—an)(1—ﬁ L )nwn—ynn2
2()0/111+1
A _
—(1 - ay) (1 _EE ) 20 = yull? + 20, Hs,
2 /1n+1

donde, obtemos (3.7). O
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Lema 3.2.5. Seja {x,} uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 2] sob as condi¢ées A e B. Entdo,
para todo x* € Spp(f,C), vale:

et =211 < (1= @ (1 = p)) Il = ¥* 11 + @ (1 = p)h,

onde
2511(1 - a’n)”xn _xn—lllllwn _X*” 2Pun||xn _xn—lllllwn _X*H
Yn +
(1-p)ay 1-p
+2 (g(x™) = x*, xp41 — X¥)
l-p '

Demonstragdo. De modo andlogo ao inicio da demonstracdo do Lema[2.2.5] obtemos

ner =117 < @ap® [(1 = 0)llwn = x* 1> + Ol|x, — 27|17

+(1 =) |[Wp — x| + 20, (g(x*) — X, Xps1 — x7). (3.12)
Usando (3.9) em (3.12), obtemos
xner = x*[I* < anpz[(l = 0)llxn — X" (1> + 2(1 = O)unlxn = xpo1 |lwn = x7[| + 01, — X"
+(1 = a)|[Wn — X)) + 20, (g(x*) = X*, Xpg1 — X7) .
Utilizando p? < pel-6<1, segue que

1711 _X*“z < app [”xn _X*HZ + 2up||xn — Xp-1llllWn _x*”]
+(1 = @) [[Wn — x| + 20 (g (x*) = X", X1 —x7).. (3.13)

Por outro lado, pela defini¢do de w,,, pelo Lema (b) e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,
tem-se

”xn + Sn(xn _xn—l) _X*Hz

W, — x*||?

”xn _X*Hz +2 <Wn _X*a Sn(xn _xn—1)>
2 _
llxn = X117 + 2spllxn = Xp-1[[[Wn = X7 (3.14)

Substituindo (3.14)) em (3.13]), obtemos

IA

et = X712 < anp [[1n = 2712 + 201 = xu 1 1w = x°1]
+(1 = ) ([ltn = 212 + 2500 = 1 1170 = 2°11)
#20, (8(X7) = X", X1 — x7)
= [awp + (1= @)l = 2712 + 2ptt0@allxn = X0t 1wy — 27

+25, (1 = @) |1Xn = Xn-1 [[[Wn — X7 + 20 (g (x7) — X", xpa1 —X7) .
Como [aup + (1 —a,)] =1 - a,(1 - p), segue que

%112 2
e —x*17 < [1 = an(1 = p)]llxn = X717 + 2punan||lxn — xn-1llllwy — x7||

+25, (1 = an)l1xn = X1 [[|Wn = X7 + 225 (g (x7) = X", xpe1 — x7) .
Colocando em evidéncia a, (1 — p) nos trés tltimos termos do lado direito, obtemos exatamente
et = x* 11> < (1= an(1 = p)) e = x*I> + @ (1 = ),

onde i, é dada na afirmac¢do do lema. Isto conclui a prova. m|
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A seguir, enunciamos e demonstramos o resultado que estabelece a convergéncia forte da

sequéncia gerada pelo Algoritmo [2|para uma solu¢do do problema de equilibrio.

Teorema 3.2.1. Seja C um subconjunto ndo vazio, convexo e fechado de um espaco de Hilbert
real H, e seja f : HX H — R uma bifungdo que satisfaz a|Condicdo Al Escolha uy, s, € [0, 1)
e a, € (0,1), verificando a|Condi¢cao B| e suponha que o conjunto solucdo Spg(f,C) seja ndo

vazio. Entdo a sequéncia {x,} gerada pelo Algoritmo 2| converge fortemente para um elemento

x* € Spe(f,C), onde x* = Pg,.(r.c)(g(x")).
Demonstragdo. Pelo Lema[3.2.5] para todo n > 1 vale

(12641 _x*”2 < (1 =a,(1=p))Ix, _x*”2 +a,(1 = p)y.

Defina
an = ||xn —x*||2, vYn = (1= p)ay, by := Y.

Entao
ane1 < (1 =vyp)a, + ynby, n>1.

(o)

Pela|Condicao B, 0 <y, < 1, y, — OeZyn = (1 —p)Zan = +00.
n=1

n=1

Aplicaremos o Lema Para isso, tome uma subsequéncia {a,, } tal que

liminf(an, +1 — an,) = 0.

k—o0

Mostraremos que
limsup b,, <0.

k—o0

Primeiro, como w,, = x,, + s, (x, — x,—1), segue que

_ Sn
Wi = x|l = sullxn = xp1ll = @n—||xn = xp=1]].
ay

Logo, pela|Condicao B}

lim ||[wy, —x,, || = 0.
k—o0
Pelo Lema([3.2.4]e (3.16)), obtemos:
”Wnk_ynkH -0 € ”an _ynk” _>0’

logo
”Z}’lk - Wnk” - O

Da definigdo de x,41, desigualdade triangular e de 1 — @, < 1 obtemos
||xnk+l _xnk” = ”ankg(enk) + (1 _ank)znk _xnkH

”a'nk(g(enk) _xnk) + (1 - a’nk)(znk _xnk)”

a’nk”g(enk) _xnk” +(1- a’nk)”an _xnk”

IN A

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

ank”g(enk) _X*” + a'nk”xnk _X*” + ”an _Wnk” + ||Wnk _xnk”-

Observe que os dois primeiros termos do lado direito convergem para zero, pois {x,} e
{g(e,)} sdo limitadas e @, — 0, enquanto os dois tltimos convergem para zero por (3.20) e

(3.18)). Portanto,

||xnk+1 _xnk” — 0.

(3.21)
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Como {x,,} ¢ limitada, existe uma subsequéncia {x,, } tal que x,, — g € H. De (3.21),

segue também x,, +1 — ¢. De (3.18), obtemos Wiy, = ¢- Com (3.19), (3:20) e 0 Lema _
conclui-se que g € Spe(f,C).
Agora, como x* = Pg,,.(r.c)(g(x")), tem-se (g(x*) —x*,x —x*) <0, Vx € Spp(f,C). Logo,

lim sup <g(x*) — X", X1 — x*>

lim <g(x*) — X", Xy 41 —x*>
k—o0 j—oo J

(g(x") —x", g —x") <0. (3.22)

Portanto, da defini¢do de y,,, darelacdo (3.22)),|/Condigao Be limitacdo das sequéncias {||w,,—x"||}
e {|[Wn, —x"||} (Lema|3.2.3), temos que

limsupb,, = limsupy,,
k— o0 k— o0
. Sn —
< limsup(1 — ;) =[x, = Xp -1 [[[[Wn, — x|
— P koo n
2p . Up
+ hmsupank_k”xnk _xnk—IHHWnk _X*H
1 - P koo ni
+ lim sup <g(x*) — X" Xppt1 — x*)
1- k—o00
< 0,

isto é, vale (3.17).

E, consequentemente, do Lema|l.1.

|98

| lim a, = lim ||x, —x*||*> = 0. O
n—oo n—oo




Capitulo 4

Experimentos Numéricos

Neste capitulo, avaliamos o desempenho computacional do algoritmo proposto por meio de
experimentos numéricos em diferentes configuragdes. Inicialmente, realizamos testes ilustrativos
com o objetivo de analisar o impacto de parametros como o operador de contracdo, a sequéncia de
relaxamento {a;,} e a dimensdo do problema. Em seguida, conduzimos um estudo comparativo
entre o Algoritmo I]e sua extensdo com duplo passo inercial (Algoritmo [2)), explorando também
a influéncia do parametro u sobre a eficiéncia dos métodos.

4.1 TIlustracoes Numéricas do Algoritmo 1

Nesta secdo, apresentamos experimentos numéricos preliminares para avaliar o desempenho
do algoritmo proposto. Todos os experimentos computacionais foram conduzidos usando
MATLAB (R2017b) em um computador desktop equipado com uma CPU Intel(R) Core(TM)
15-7500 (3,40 GHz) e 15,9 GB de RAM.

E bem conhecido que um ponto x € H é uma solucio para um problema de equilibrio se, e
somente se,

. 1 2
v =argmin {1(e) + 31y -1},
yeC 2
estabelecido em [44]]. Com base nessa caracterizacdo, avaliamos a precisdo (acurdcia) de uma
solucdo candidata, para o problema de equilibrio, calculando a funcao

2
A(x) =

’

) 1
X — arg min {f(x,y) + 51y —XI|2}
yeC 2

que satisfaz A(x) = 0 se, e somente se, x € Spg(f, C). Além disso, avaliamos a sequéncia

||xn+1 _an

" max{L [bll}

conforme foi usada em [31]], que serve como um erro computacional relativo aproximado.
Finalmente, também consideramos o critério de parada baseado na medida ||y, — wy||-.

Problema: Consideramos o problema de equilibrio associado a bifun¢do f : H X H - R
derivada do modelo de equilibrio de Nash-Cournot (veja [43]]), dada por

f,y)=(Px+Qy+gq,y—x),
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onde g € R™ é escolhido randomicamente, com seus elementos distribuidos no intervalo [—m, m].
As matrizes P e Q sdo matrizes quadradas de ordem m, onde Q € simétrica semidefinida positiva
e O — P € semidefinida negativa.

Nesta configuracdo, a bifungdo f satisfaz as condicoes (A1)-(A6). As matrizes P e Q sdo
geradas da seguinte forma: Primeiro, construimos duas matrizes diagonais randomicas A e A,
de ordem m, onde os autovalores de A; estdo em [0, 2], e os de A; estdo em [—2,0]. Em seguida,
geramos duas matrizes ortogonais randomicas B e B, usando decomposi¢ao QR. Elas sdo entao
usadas para construir uma matriz semidefinida positiva M| = BlAlB{ e uma matriz semidefinida
negativa M, = BzAng. Finalmente, definimos Q = M/ + MIT, S =M+ M2T eP=0-2S.

Por outro lado, o conjunto vidvel C ¢ R™ é definido como

C={xeR": Ax < b},

onde A € uma matriz [ X m, cujas entradas sdo geradas randomicamente dentro do intervalo
[-2,2], e b € R' é um vetor com elementos escolhidos randomicamente em [1,3]. Sob essas
condig¢des, todos os problemas de otimizacdo envolvidos podem ser resolvidos eficientemente
usando a funcdo quadprog do Toolbox de Otimizagao do MATLAB.

Em nossos experimentos, fixamos 4; = 0.5 e 7, = 0.3 (consequentemente, u; € [0, 1)),
onde {u,} é a sequéncia escolhida no exemplo da Observagao Além disso, definimos
g:H —> Hporg(x)=p-x,com0 < p < 1, de modo que g seja uma aplicacdo contragdo. Os
demais parametros variam de acordo com cada experimento, conforme descrito a seguir.

Experimento 1. O objetivo deste experimento € investigar a influéncia do parametro de contra¢ao
o no comportamento do algoritmo proposto. Inicializamos com x¢ = (0,0,...,0,0) € R"
ex; = (1,1,...,1,1) € R™. Consideramos a dimensao do problema m € {5, 10,20, 100}

e adotamos / = m. Fixamos y = 1.2 e @, = O parametro de contragdo p assume

10n”
valores do conjunto {0.5,0.8,0.99,0.999, 1 — 10_6}. Os resultados numéricos relativos ao erro
computacional sdo apresentados nas Figuras 4.1|e [4.2] enquanto as Figuras[4.3|e[4.4]exibem o
comportamento da acuricia (precisao da solugdo de equilibrio).

Observa-se que o algoritmo apresenta melhor desempenho — em termos do erro computaci-
onal relativo E,, — a medida que p aumenta, considerando o mesmo nimero de iteragdes. Nota-se
uma clara separacao entre as curvas correspondentes aos diferentes valores de p, evidenciando a
influéncia direta desse parametro na velocidade de reducdo do erro. Em particular, para valores
de p muito préximos de 1, verifica-se uma redugdo bastante acentuada do erro nas primeiras
iteragdes, seguida de estabilizacdo em niveis significativamente menores.

Quanto a acuricia A(x,), observa-se comportamento qualitativamente semelhante. Valores
maiores de p conduzem a reducdes mais rdpidas da medida de precisdo da solucdo, permitindo
atingir niveis significativamente menores de acurdcia em menor niimero de iteracoes.

Além disso, o padrao de comportamento se mantém consistente para todas as dimensdes
consideradas, indicando robustez do método em relacao ao aumento da dimensao do problema.
De modo geral, os resultados confirmam que o parametro de contragdo p exerce papel relevante
no desempenho computacional do algoritmo proposto.
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Figura 4.4: A(x,) em funcdo do nimero de iteragdes, para diferentes valores de p.

Experimento 2. Este experimento tem como objetivo avaliar o impacto da escolha da sequéncia
(@) no desempenho do método proposto. Os valores iniciais sdo definidos por xg = (0,...,0) €
R"ex; = (1,...,1) € R™, considerando m € {5, 10,20, 100} e adotando / = m. Fixamos
1 1 1 1 1
10yn 10n” 1027”1037 104n}

Os resultados numéricos sdo apresentados nas Figuras e[4.6] para o erro computacional
relativo E,, e nas Figuras|4.7|e |4.8| para a acuracia A(x,).

Observa-se, pelas figuras correspondentes ao erro computacional, que o desempenho do
algoritmo € sensivelmente influenciado pela escolha da sequéncia a,,. Sequéncias que decrescem
mais rapidamente — isto €, com fatores de escala maiores no denominador — tendem a produzir
reducdes mais acentuadas do erro ao longo das iteracdes. Nota-se também uma separacao clara
entre as curvas associadas as diferentes escolhas de «,,, evidenciando o papel desse pardmetro no

p=099eu=1.1. Asequéncia («,) é escolhida no conjunto {



75

comportamento dinAmico do método.

Quanto a acuricia A(x,), verifica-se tendéncia semelhante. A escolha de sequéncias «, que
assumem valores menores ao longo das iteragdes permite atingir niveis mais elevados de precisao
em menor nimero de passos. Ainda que o ritmo de reducdo varie conforme a sequéncia adotada,
o método apresenta comportamento estdvel e consistente em todas as dimensdes consideradas.

De modo geral, os resultados indicam que a escolha da sequéncia «,, exerce influéncia
significativa sobre o desempenho do algoritmo, tanto em termos de erro computacional quanto
de precisao da solucdo, mantendo-se robusto em relagdo ao aumento da dimensao do problema.
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Figura 4.5: E,, em funcdo do nimero de iteracdes, para diferentes sequéncias a,,.
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Figura 4.6: E,, em funcdo do nimero de iteracdes, para diferentes sequéncias ;.
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Figura 4.8: A(x,) em funcdo do niimero de itera¢des, para diferentes sequéncias a,.

Experimento 3. Este experimento examina o desempenho numérico do algoritmo proposto
com relagdo ao nimero de iteracdes e ao tempo de CPU (em segundos) necessdrios para satisfazer
o critério de parada ||y, — w,]|| < &.

1
Fixamos ¢ = 1074, p=099, u=11leq,= 100" O tempo de CPU € medido utilizando

o comando cputime do MATLAB. "

A Tabela[4.T|apresenta os resultados médios obtidos a partir de 100 execugdes do algoritmo,
com pontos iniciais gerados aleatoriamente na caixa [0, 1]™. Para cada dimens3o considerada, a
tabela reporta o erro computacional relativo médio (E,), o nimero médio de iteracdes e o tempo
médio de CPU necessario para satisfazer o critério de parada.

Observa-se que o numero médio de iteragdes permanece relativamente estdvel para
m =5, 10 e 20, situando-se em torno de 24 iteracdes, com leve aumento para m = 100. O erro
computacional relativo médio apresenta reducdo progressiva a medida que a dimensao aumenta,
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indicando manutenc¢do da precisdo mesmo para problemas de maior porte.

Em relagdao ao tempo de CPU, verifica-se crescimento compativel com o aumento da
dimensao do problema. Ainda assim, o algoritmo mantém desempenho computacional satisfatério,
alcancando o critério de parada em tempo reduzido para dimensdes moderadas.

De modo geral, os resultados confirmam a eficiéncia pratica do método proposto, tanto em
termos de nimero de iteracdes quanto de custo computacional, evidenciando sua aplicabilidade
em diferentes dimensoes.

Tabela 4.1: Resultados com 100 pontos iniciais aleatérios na caixa [0, 1]

m  Erro relativo médio Iteragdes médias CPU médio(s)

5 4.3893 x 107 23.54 0.0273
10 1.9997 x 107> 23.97 0.0279
20 5.0495 x 107 24.94 0.0457
100 3.9041 x 1077 34 2.0891

4.2 Experimentos Numéricos Comparativos

Nesta secdo, conduzimos dois experimentos numéricos com o objetivo de avaliar o
desempenho computacional dos Algoritmos|l|e

No primeiro experimento, examinamos o impacto da introdu¢do de um duplo passo inercial
sobre a eficiéncia do processo iterativo, com base na comparacao do nimero médio de iteragcdes,
tempo médio de CPU, acurdcia da solug@o aproximada e residual médio no instante de parada.

No segundo experimento, investigamos a influéncia do parametro u sobre a estabilidade
e a eficiéncia dos algoritmos, observando como diferentes valores desse parametro afetam o
tempo de execucdo e o comportamento da convergéncia, a luz da formulagao tedrica discutida no
Capitulo 2.

4.2.1 Avaliacao do impacto do duplo passo inercial

Experimento 4. Neste experimento, comparamos a performance numérica entre o Algoritmo
e o Algoritmo 2| com respeito ao nimero de iteragdes, tempo de CPU (em segundos), acurdcia
(ou precisao) da solucao aproximada de equilibrio e o residual no instante de parada. O critério
de parada adotado foi o indicado em cada algoritmo: para o Algoritmo|l} ||y, — w,|| < €, e para
0 Algoritmo | yn = Wall < &, onde & = 107,

Os parametros utilizados foram: A; = 0.5, 7, = 0.3, & = 107, p = 0.99 (com g(x) = p-x),
u=1lleq,= ﬁ O tempo de CPU foi medido utilizando o comando cputime do MATLAB.

Foram consideradas quatro escolhas distintas para a sequéncia (s,), dando origem as
variantes do Algoritmo [2| denotadas, respectivamente, por Algoritmo 2-A, 2-B, 2-C e 2-D.
Como o Algoritmo [2|é uma extensdao do Algoritmo|l} as variantes diferem apenas na escolha de
(sn) € [0, 1), utilizada na construgdo de w,, a qual € escolhida de modo a satisfazer a Condicao
B. No experimento, fixamos 7, = 0.8 e adotamos a regra

1+6

s, = min{ 1y, ————* (||x, = x1]| > 0), sp =15 (|lxn — x0z1]| = 0),
I = Xp—1l
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com ¢ € {0.01,0.02,0.03,0.05}, correspondendo, respectivamente, as variantes 2-A, 2-B, 2-C e
2-D.

As tabelas a seguir apresentam os resultados médios obtidos a partir da execucao dos
algoritmos em 100 pontos iniciais gerados aleatoriamente na caixa [0, 1]™, para m = 10, 20 e 50.
Os testes foram realizados de forma pareada: em cada repeticdo, o mesmo par inicial (xg,x;) foi
utilizado em todas as execugdes (Algoritmo|[I]e Algoritmo 2-A/2-B/2-C/2-D). Sdo exibidas as
médias do nimero de itera¢des, do tempo de CPU (em segundos), da acurdcia A(x) e do residual
no instante de parada.

Tabela 4.2: Resultados com 100 pontos aleatérios na caixa [0, 1]™. (m = 10)

Algoritmo Iteracoes médias CPU médio (s) Acuricia Residual médio de parada
1 24.07 0.033906 1.9607 x 1078 8.1107 x 107
2-A 22.67 0.031250 1.4410x 1078 6.8222 x 107>
2-B 22.69 0.022500 1.6215x 1078 7.2789 x 107>
2-C 22.88 0.022500 1.6711x 1078 7.3521 x 107
2-D 22.99 0.022969 1.6858 x 1078 7.4361 x 107

Tabela 4.3: Resultados com 100 pontos aleatdrios na caixa [0, 1]™. (m = 20)

Algoritmo Iteracoes médias CPU médio (s) Acuricia Residual médio de parada
1 24.95 0.030625 1.2851 x 1078 7.5873 x 107>
2-A 23.62 0.028750  9.9321 x 107 6.2918 x 107>
2-B 23.63 0.034844 1.0809 x 1078 6.6445 x 107>
2-C 23.88 0.031094  8.9039 x 107° 6.1228 x 107>
2-D 23.96 0.028594 1.0702 x 1078 6.8339 x 107

Tabela 4.4: Resultados com 100 pontos aleatdrios na caixa [0, 1]™. (m = 50)

Algoritmo Iteracdes médias CPU médio (s) Acuricia Residual médio de parada
1 37.99 0.59844 5.3288 x 1078 8.2943 x 107>
2-A 36.81 0.57797 4.6151x 1078 7.6217 x 107
2-B 36.95 0.62469 4.3849 x 1078 7.4728 x 107>
2-C 36.99 0.59672 4.6572x 1078 7.7206 x 107>
2-D 37.00 0.56766 5.4917 x 1078 8.3971 x 1073

Os resultados apresentados nas Tabelas 4.2—4.4 mostram que a introduc¢do do duplo passo
inercial no Algoritmo [2] resultou em melhorias nas métricas computacionais, especialmente em
termos de nimero de iteracdes e tempo de CPU. Além disso, os algoritmos apresentaram valores
compardaveis de acuricia, indicando que a melhoria de desempenho ndo comprometeu a qualidade
da solugdo aproximada. Observa-se também que os valores do residual médio no instante de
parada permaneceram coerentes com & = 107, como esperado pelo critério de parada adotado.

4.2.2 Influéncia do Parametro ¢ no Desempenho dos Algoritmos

Experimento 5. Neste experimento, avaliamos a influéncia do parametro u no desempenho
computacional dos Algoritmos[Ije[2] Como discutido no Capitulo 2, o pardmetro u aparece na
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regra de atualizacdo do tamanho de passo 4,1 €, com a técnica da proporcao durea, pode ser
escolhido no intervalo ampliado x € (0,2/¢), onde ¢ = (1 + V5)/2. Essa ampliacdo constitui
um diferencial em relacdo a métodos extragradiente subgradiente cldssicos, nos quais usualmente
adota-se u € (0, 1), como aqueles discutidos em [51]].

O principal objetivo deste experimento € investigar empiricamente se valores de ¢ proximos
ou superiores a 1 mantém a robustez do método e podem oferecer vantagens em termos de
eficiéncia computacional (iteracdes e tempo de CPU). Fixamos os parametros 41 = 0.5, 7, = 0.3,

1
e=10"* p =0.99 (com g(x) = px) e a, = 100" e consideramos

3n
ue{08,09, 1.0, 1.1, 1.2},

Mantivemos as mesmas escolhas de sequéncias e os mesmos critérios de parada adotados
no experimento anterior. Em particular, para o Algoritmo [2| fixamos 73, = 0.8 e 6 = 0.02 na
construgdo de (s,), o que corresponde a variante 2-B do Experimento 4.

O tempo de CPU foi medido com o comando cputime do MATLAB. Os testes foram
realizados de forma pareada: em cada repeti¢do, ambos os algoritmos foram inicializados com o
mesmo par (xo, x1), gerado aleatoriamente na caixa [0, 1], totalizando 100 execugdes para cada
dimensdo m € {10, 20, 50}.

A Tabela apresenta, para cada valor de u, o nimero médio de iteragdes € o tempo
médio de CPU (em segundos) dos Algoritmos|[I]e[2] destacando o menor tempo médio de CPU e
o menor nimero médio de iteracdes em cada dimensao.

Tabela 4.5: Comparativo com diferentes valores de . Menor tempo médio de CPU em negrito
e menor nimero médio de iteragdes em sublinhado.

Algoritmo 1 Algoritmo 2
med. iter. med. cpu(s) | med. iter. med. cpu(s)
u=0.38 26.24 0.024688 24.99 0.023281
u=09 25.09 0.019375 23.84 0.017188
m=10 u=1.0 24.44 0.01859%4 23.12 0.017031
u=1.1 24.06 0.018281 22.78 0.017031
u=12 23.78 0.016875 22.44 0.018750
u=0.8 26.00 0.024688 25.00 0.024219
u=0.9 25.00 0.024219 24.00 0.020938
m=20 u=1.0 24.99 0.022812 23.87 0.022031
u=1.1 24.96 0.024531 23.81 0.018906
u=12 25.15 0.023594 23.98 0.020781
u=0.8 42.94 0.44500 41.93 0.43125
u=09 40.38 0.39828 39.26 0.39062
50 u=1.0 38.98 0.45047 37.94 0.44094
u=1.1 37.99 0.58000 36.96 0.55906
u=12 37.21 0.55453 36.00 0.52609

3
I

De modo geral, observa-se que o desempenho dos algoritmos permanece estdvel ao longo
do conjunto testado, inclusive para valores 4 > 1. Além disso, em vdrias situagdes, valores de u
préximos de 1 ou ligeiramente maiores produziram redugdes (ainda que moderadas) no ndmero
médio de iteragdes e/ou no tempo médio de CPU.
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Em particular, para m = 10, o Algoritmo |l|apresentou o menor tempo médio de CPU e o
menor nimero médio de iteracdes em u = 1.2, enquanto o Algoritmo [2|atingiu o menor nimero
médio de iteracdes também em y = 1.2, e o menor tempo médio de CPU ocorreu por empate em
u € {1.0,1.1}. Para m = 20, o Algoritmo [2| obteve o menor tempo médio de CPU e o menor
nimero médio de iteragdes em u = 1.1, ao passo que, no Algoritmo|l, 0 menor nimero médio de
iteragcdes também ocorre em p = 1.1 (com diferencas pequenas em relacdo aos demais valores),
e o menor tempo médio de CPU foi observado em u = 1.0. Por fim, para m = 50, ambos os
algoritmos apresentaram os menores tempos médios de CPU em p = 0.9, enquanto os menores
nimeros médios de iteracdoes ocorreram em u = 1.2.

Em sintese, os resultados sugerem que a escolha de ¢ no intervalo ampliado permitido pela
técnica da propor¢do durea nao compromete a eficiéncia computacional e pode, em determinadas
instancias, trazer ganhos moderados em itera¢des e/ou tempo de CPU. Além disso, em todas
as dimensoes avaliadas, o Algoritmo [2| apresentou menor nimero médio de iteracdes do que
o Algoritmo (1} indicando o efeito benéfico da introdu¢do do duplo passo inercial também no
cendrio de variagdo de u.



Capitulo 5

Consideracoes Finais

Nesta tese, propusemos € analisamos um método extragradiente subgradiente acelerado,
de formulacdo explicita, para a resolucdo de problemas de equilibrio pseudomonétonos em
espacos de Hilbert reais. O algoritmo desenvolvido baseia-se na técnica da propor¢ao durea e
incorpora estratégias inerciais € de aproximagado por viscosidade, com o objetivo de assegurar a
convergéncia forte da sequéncia gerada, mesmo em ambientes de dimensao infinita. Quando a
bifuncao de equilibrio € adicionalmente fortemente pseudomondtona, foi possivel estabelecer
também uma taxa de convergéncia R-linear.

Dentre as principais vantagens do método proposto, destacamos a utilizagao de uma regra
explicita para o tamanho de passo 4,, construida de forma autoadaptativa com base na propor¢ao
durea. Isso permite que o algoritmo seja implementado sem requerer o conhecimento prévio das
constantes do tipo-Lipschitz associadas a bifuncao de equilibrio — uma exigéncia frequentemente
presente em métodos da literatura, mas que, na prética, representa uma limitacdo significativa,
dado o alto custo de estimar tais constantes.

Além disso, o uso do fator inercial confere ao método uma aceleragao no processo iterativo,
contribuindo para uma maior eficiéncia computacional. Essa caracteristica foi estendida na
constru¢do do Algoritmo 2} que introduz um segundo passo inercial com o intuito de potencializar
as propriedades de convergéncia do Algoritmo I}

A robustez da formulagdo tedrica proposta foi corroborada por experimentos numéricos
abrangentes. Inicialmente, avaliamos o impacto do parametro de contracdo p e da sequéncia de
relaxamento «,, sobre o comportamento do método, demonstrando a consisténcia e a estabilidade
da abordagem sob diferentes regimes. Em seguida, conduzimos experimentos comparativos entre
os algoritmos propostos, nos quais foi possivel verificar que o Algoritmo 2] apresenta ganhos
consistentes, em média, em termos de niimero de iteracdes e tempo de CPU, sem comprometer a
precisdo da solu¢@o aproximada. Por fim, exploramos a influéncia do parametro u associado a
atualizacdo de passo, observando que a utilizagdo de valores u > 1 (no intervalo admissivel do
método) ndo compromete a estabilidade computacional.

Em sintese, a adoca@o da técnica da proporcao durea revelou-se decisiva tanto do ponto
de vista tedrico quanto computacional. Ao possibilitar a ampliacdo do intervalo admissivel
para o parametro u e eliminar a necessidade de buscas lineares, essa estratégia contribuiu para
um algoritmo mais robusto, flexivel e eficiente. Essa combinacao de simplicidade estrutural
e desempenho refor¢ca o potencial da propor¢do durea como um elemento fundamental na
constru¢cdo de métodos extragradiente subgradiente modernos.

Como perspectivas futuras, destacamos algumas dire¢des promissoras:

(i) Realizar compara¢gdes mais amplas com outros métodos extragradiente subgradiente

81
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encontrados na literatura recente;

(i1) Adaptar o algoritmo para resolver problemas de ponto comum entre o problema de
equilibrio e o problema de ponto fixo de operadores ndo expansivos;

(ii1) Investigar variantes baseadas na distancia de Bregman, as quais podem melhorar a
estabilidade do método e permitir uma adaptagcdo mais eficiente a geometria do problema;

(iv) Propor novos métodos extragradiente subgradiente com passo autoadaptativo baseados na
propor¢do durea, explorando diferentes formas de relaxamento e aceleragao;

(v) Investigar a extensao do algoritmo para variedades de Hadamard.

Os resultados obtidos nesta tese reforcam o potencial dos métodos extragradiente subgradi-
ente com técnicas modernas de aceleragcdo e autoadaptagdo, indicando um caminho promissor
para a resolucdo eficiente de problemas de equilibrio em ambientes generalizados.
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