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Resumo

Nessa dissertagao realizou-se um estudo sobre Otimizagao Intervalar, assumindo que
o valor da Fungao Objetivo é um intervalo. Para tal problema, seguiu-se um desenvol-
vimento tedrico para munir o espago intervalar de operagoes basicas fundamentais como
adi¢ao subtragao e multiplicagao. Alguns Teoremas e Corolarios, considerados essenciais
a compreensao dos principais resultados, foram abordados. Condig¢oes para a existéncia
de solugao de um problema de otimizagao intervalar sao apresentadas através de um pro-
blema auxiliar em espaco finito dimensional real, onde a fungao de valor intervalar é levado
a um valor real através de uma funcgao auxiliar. Ao final do trabalho apresenta- se uma
nova dire¢ao de descida via método quasi-newton (versao BFGS) cuja fung¢ao objetivo é
integrada ao longo dos intervalos dos seus coeficientes intervalares, sendo o problema de
otimizacao irrestrito e, além disso, apresenta-se também um algoritmo genérico baseado

em busca direcional para esse problema.

Palavras-chave: Otimizacao Intervalar, Direcao de Descida, Func¢ao Intervalar Paramé-

trica,Diferenca de Hukuhara, Calculo Intervalar.



Abstract

In this dissertation, a study on Interval Optimization was carried out, assuming that
the value of Purpose function is an interval. For such a problem, a theoretical development
followed to equip the interval space with an ordered body structure. Some Theorems and
Corollaries, considered essential to the understanding of the main results, were addressed.
Conditions for the solution of an optimization problem

intervals are presented through an auxiliary problem in real dimensional finite space,
where the function of interval value is brought to a real value through an auxiliary func-
tion. At the end of the work, a new direction of descent via the quasi-newton method
(version BFGS) whose objective function is integrated over the intervals of its interval
coefficients, the optimization problem being unrestricted and, in addition, an algorithm

is also presented generic based on directional search for this problem.

Keywords: Interval Optimization, Descent Direction, Parametric Interval Function, In-

terval Calculus..
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Introducao

Um tema recorrente na matematica aplicada sao problemas de minimizagao e maximi-
zagao (otimizagao em geral), onde busca se minimizar ou maximizar uma fun¢ao através
da escolha nao-arbitraria dos valores das variaveis da funcao dentro de um conjunto fac-
tivel (nesse tratabalho esse conjunto serd o R™). A fungao que deseja-se otimizar pode
medir um certo ganho ou custo e supondo que queira-se tomar uma decisao racional en-
tao o objetivo pode ser maximizar ou minimizar (respectivamente). Acontece que na vida
real o custo dos insumos de modo geral variando no tempo, ainda mais se o custo for o
proprio tempo em si (para realizagdo de uma tarefa por exemplo), no caso, o tempo médio
para realizagao de um servigo pode variar num certo intervalo e pensando nesse tipo de
problema, uma das primeiras propostas foi a otimizagao intervalar (por volta de 1960 Mo-
ore [5], bem antes dos modelos baysianos ou fuzzy) onde considera-se que os coeficientes
da funcao objetivo variam em certos intervalos pré estabelecido que devem garantir que
apesar desse tais custo serem incertos (suponha um problema de minimizagao), os custos
reais estarao compreendido nesses intervalos, diminuindo assim a chance de erro, dado a
incerteza dos custos. Ha diveros casos que se pode aplicar e elucidar melhor a necessidade
de adotar intervalos nos coeficientes da fun¢ao um caso desses serd visto num exemplo
posterior de custo de estoque, trata-se de um problema cléssico de otimizagao onde se
deseja estocar uma quantidade 6tima de um certo insumo em func¢ao de sua necessidade
para atender uma certa demanda mas essa tal demanda pode ser uma incerteza (que até
entdo nao é levado em conta na literatura de base) mas que agora podemos via otimi-
zagao intervalar considerar os casos para os quais pode-se aplicar o que em seguida sera

desenvolvido para acomodar o que ja se entende como ponto 6timo.

Obvio que para essa "nova"area da otimizacdo precisa que seja definido posteriormente
como se soma, subtrai, multiplica intervalos e outras diversas operacoes matematicas se-
rao reestabelecidas nessa dissertacao afim de que o leitor se situe em que ambiente sera
trabalhado tais elementos aritiméticos e até elementos do calculo serao levente modifica-
dos para se adequar ao produto final que é um algoritmo iterativo que busca via direcao
de descida que sera definida posteriormente como a de newton e quase- newton afim de
encontrar um ponto optimal-eficiente que minimize uma fungao de custo geral (desde que

seja duplamente diferenciavel) dentro de um cendrio irrestrito.



O feito desse trabalho foi utilizar o método quase-newton para solucionar esse problema
pois tem um 6timo desempenho na sua versao BFGS invés de buscar uma solucao para
o problema via método de newton classico, como Ghosh [7] implementa, pois e além do
quase-newton ter 6timo desempenho também exige menos do computador, em compara-
¢ao ao método de newton cléssico pois esse exige que se inverta uma matriz hessiana a
cada iteracao no ponto para descobrir o proximo ponto, e sabe-se que inverter matriz tem
alto custo computacional dependendo da matriz pode ser até ser impossivel para o com-
putador. Dessa forma proponhe-se o método quase-newton que nao tem essa necessidade

que na maioria dos casos gerais inviabilisaria a busca pelo ponto 6timo.

O problema otimizacao comum basicamente se trata de encontrar xx € 0 C R"™ tal que
F(zx) < F(z) Vo € Q onde F(z) ¢ uma fungdo de classe C? bem definida F : R® — R
agora o caso intervalar tem diversas alteragoes, como a imagem da funcao intervalar, que é
o conjunto de todos intervalos possiveis (I(R) dai o primeiro problema seria definir uma or-
dem pelo menos parcial para poder comparar dois elemento do conjunto de {F'(z)|z € R"}
assim matematicamente trata se de encontrar xx € R" tal que F(z*) < F(x) Vz com =<
sendo uma ordem parcial para I(R) e nesse formato sera resolvido trés exemplos, dois
abstratos e um como ja citado nessa mesma introducao, ¢ um problema de estoque, e
note que se trata mesmo de um problema de otimizacao pois se uma empresa nao estoca,
se tem prejuizo pois se ndo houver o que vender obviamente nao ha faturamento (fatura-
mento que se perde e ainda o cliente que se perde muita das vezes para sempre) e se estoca,
demais também tem prejuizo pois ha custo de armazenagem e custo de desperdicios e etc,
assim note que essa fungao custo de estoque é coerciva ao longo dos quadrantes positivos
assim é possivel garantir a existéncia de um ponto 6timo intermediario (ou seja, deve
existir um xx € R™ tal que C'(z*) < C(z) Vo onde C(x) é a fungao custo de estocagem.

Assim sendo o trabalho sera dividido da seguinte maneira, no primeiro capitulo serao es-
tabelecidas as operagoes basicas, dentre elas operacoes aritimeticas e explanar com mais
cuidado como seria uma fungao intervalar e reescrever ela em funcao da combinagao con-
vexa dos extremos de cada intervalo dos coeficientes da funcao em questao, em sequida
no capitulo 2 sera visto conceitos mais aprofunddos como o que seria uma derivada de
uma fungao desse tipo, e seré definida uma nova maneira de subtrair dois intervalos pois
notara-se que a diferenga usual pode causar problema em derivadas de funcionais lineares
intervalares simples (¢ um funcional porém os coeficientes desse funcional sdo intervalos)
que a principio deveria ser diferenciavel tal como é para o caso "normal"e para burlar esse
problema seré definida a tal diferenca de Hukuhara citada no titulo dessa dissertagao,
ja no capitilo 3 sera explorado os métodos para resolver esse problema e bem como suas
comparagoes, no capitulo 4 seré a resolugao dos exemplo pelos dois métodos (newton que

ja foi feito por Ghosh [7] e quase-newton) depois exibira-se o algoritmo utilizado e por



fim avaliara-se a abordagem foi vantajosa em algum sentido.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresenta-se as defini¢oes, resultados e exemplos da teoria basica e apli-
cada sobre o tema espaco intervalar que serao utilizados no decorrer desta dissertacao.
Faz-se uma revisao breve dos conceitos de operecoes elementares relacionadas com arit-
mética intervalar. Pretende-se destacar os principais resultados de Ghosh|7| vinculados a
derivada de Hukurara. Nesse sentido, apresenta- se algumas defini¢oes e resultados que

poderao ser aprofundados em [5, 4, 6]

1.1 Fundamentos da aritmética intervalar

Inicialmente serao definidas as operagoes aritméticas no espago intervalar. Tais opera-
¢oes foram definidas por Moore [5] e Panda [1]
Operagoes aritméticas com intervalos

Os intervalos fechados da reta real R sao definidos da seguinte maneira:
[a,b] = {z € Rla < x < bVa,b € R}

Definigao 1.1. Considere um intervalo real fechado X = |a,b]. Um nimero intervalar
¢ um intervalo fechado da reta, ou seja, consiste do conjunto {x € Rla < z < b}. O

conjunto de todos os X é chamado de I(R.

[?] Assim sintetizou Silveira [3] que por sua vez usou Moore [5]
Um ntimero intervalar é também chamado simplesmente de intervalo. As extremidades

de um namero intervalar X serdo denotadas por X e X. Assim,
(2.4),2.4 (7?),27

X =[X,X] (1.1)



Dois nameros intervalares X e Y sao ditos iguais se eles sao 0os mesmos conjuntos. Isso

acontece se suas extremidades, respectivas, sao iguais:

Y=XeX=YeX=Y (1.2)

Como ja dito, a ideia de trabalhar no universo intervalar I(R ai se pode generalizar o
conceito de paramentros fixos em fungoes objetivo, mas é claro que em alguns casos esses
paramentros de fungdes que podem esta medindo custo ou lucro por exemplo, pode se
tratar de um ntimero fixo (como por exemplo pregos fixos) para esse caso particular ainda
assim podemos enxergar como um intervalo, no caso, um intervalo degenerado que esta

definido a seguir.
Definigao 1.2. X € I(R) ¢ dito degenerado se X = X. Tal intervalo contém um tinico
nimero real x. Por convengao, aceita-se a identificagao de um intervalo degenerado [z, x]
com o numero real x. Nesse sentido, pode-se escrever a sequinte identidade

r =[x, x]. (1.3)
Como definido em Moore [?].

Da definigao de intervalo degenerado tem que R C I(RR)

Definicao 1.3. O conjunto abstrato de intervalos invertidos é denotado por I(R) =
{[a, b]|[b, a] € I(R)}

A intersecdo de dois intervalos X e Y é vazia se X < Y ou Y < X . Nesse caso

€SCrevemos
XNnY =10

indicando que X e Y nao tem pontos em comum. Quando X NY # (), prova-se que a

intersecao ainda é um intervalo:
XNY = [max{X, Y}, min{X,Y}] (1.4)
Nesse caso, a uniao de X e Y também é um intervalo:

XUY = [min{X,Y}, max{X,Y}] (1.5)

Em geral, a uniao de dois intervalos nao é um intervalo. Entretanto, a envoltoria intervalar

XUY de dois intervalos, que é definida por

XUY = [min{X,Y}, maz{X,Y}]. (1.6)

é sempre um intervalo. Além disso, tem-se



XUY C XUy (1.7)

para quaisquer intervalos X e Y
Para elucidagao desse conceito tomar-se-4 o seguinte exemplo:

Se X = [-1,0] e Y = [1,2], entdo XUY = [—1,2]. Apesar de XUY ser um conjunto
desconexo (ou seja, ndo é um intervalo), a rela¢ao (1.7) é mantida.

A respeito do intervalo X = [X, X| pode-se extrair os sequintes ntimeros:

Definigao 1.4. A medida w(X) de um intervalo X é definida por:

WX)=X - X (1.8)

Definigao 1.5. O wvalor absoluto de X, denotado por |X|, é o mdzimo dos valores abso-

lutos de suas extremidades:

| X| = maz[X], | X]| (1.9)
Note que |z] < |X| Ve € X
Definigao 1.6. O ponto médio m(X) de X € dado por

m(X) = %(Y+§). (1.10)

A seguir tem-se alguns exemplos para fixacao das defini¢oes anteriores.

Exemplo 1.1. Sejam X =[0,2] e Y = [—1,1]. A intersecio e a unido de X eY sao os
intervalos XNY = [max{0, —1},min{2,1}] = [0,1], e XUY = [min{0, —1}, maz{2,1}] =
[—1,2].

Temos m(X) = w(X) = 2 e, por ezemplo, |X| = max{0,2} =2 O ponto médio de Y é
m(Y) =0.

A nocgao de intervalo degenerado, como definido acima, permite ver o conjunto dos
intervalos fechados como uma extensao do conjunto dos nimeros reais pois dado um

numero real x, temos a associa¢ao

T [z, 7] (1.11)

que leva os ntimeros reais a intervalos degenerados que associa ntimeros reais a intervalos
degenerados. Agora sera definido as operacoes aritméticas basicas entre intervalos. O
ponto chave nessas defini¢oes é o fato de que operar intervalos recai incialmente sobre

operagoes classicas em conjuntos como bem observa Silveira [3].
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Definicao 1.7. Sejam X = [ X, X]|, Y = [Y, Y] dois intervalos. A soma de X eY € o

conjunto

X+Y={s+y:zeXyeY} (1.12)
que é um intervalo. De fato,
X<z<XeY<y<Y.

Pode-se ver pela soma das inequacdes que z +y € X +Y e X +Y <z 4y < X +Y.

Consequentemente, a féormula

X+Y=X+Y,X+Y] (1.13)

pode ser usada para calcular (1.12)

Exemplo 1.2. Sejam X =[0,2] e Y = [—1,1] como no Exemplo 1.1.2. Entao

X+Y =1002+[-1,1=[0+(-1),2+1] =[-1,3].

A diferenca de dois intervalos X e Y € o conjunto

X-Y={zr—-y:zeX,yeY} (1.14)
Temos
X<r<Xe-X<-a<-X
=
X-Y<z—-y<X-Y
=
X-Y=[X-Y,X-Y] (1.15)
Note que
X-Y=X+(-Y),
onde

Y =[-Y -Y]|={y:—yeY}

Perceba também que nem sempre X — X = 0 e serd visto posteriormente que isso
causara problemas na hora de derivar funcionais lineares intervalares por exemplo, que sao

essencialemente diferenciaveis para o caso de coeficientes constantes como serd mostrado
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que quando for definida a derivada intervalar, que como sabe-se, ha uma subtracao no
numerador da fracao do limite que se calcula a derivada de modo tradicional. Para evitar

esse problema definiremos a seguir a diferenca de Hukuhara.
Exemplo 1.3. Se X =[-1,0] e Y =[1,2]
entao
-Y =[-2,-1]
X-Y=X+(-Y)=[-3,-1].

O produto de X e Y é dado por

XoY={zry:zeX,yeY} (1.16)

Em termos das extremidades, o produto X - Y de dois intervalos X e Y é dado por

X @Y = [minS, mazS)| (1.17)

onde S ={X.Y, XY, XY YV.X}

Se um dos intervalos for degenerado, tem-se
alX, X] = [aX, aX] (1.18)

se a <0,
ou se a < 0 entdo a[X, X] = [aX, aX].

Exemplo 1.4. Sejam X = [—1,0] e Y =[1,2]. Entao
S={-11,-12,01,02} = {~1,-2,0}

e X Y = [minS,maxS] = [-2,0]. Temos também, por exemplo, 2Y = [2,2] ® [1,2] =
[2,4].

O quociente X/Y ¢é definido por Moore [5] como
XY ={z/ylr e X,y €Y} (1.19)

desde que 0 nao esteja em Y. Assim como acontece com os numeros reais, a divisao
pode ser definida via multiplicacao pelo inverso multiplicativo do segundo termo. Isto é,

podemos calcular a equagao (1.19) usando

X/Y =X 06 (1)Y) (1.20)



onde

1Y ={yll/y €Y} =[1/Y,1/Y] (1.21)

novamente, assumindo que 0 € Y .
Outra forma de ver um intervalo é escreve-lo em termos de sua medida e seu ponto

médio da seguinte maneira:

Definicao 1.8. Qualquer intervalo X pode ser expresso como:

X = m(X) + %w(X)[—l, 1] = m(X) + [—%W(X), %w(X)]

De fato, se X = [X, X], sabe-se que m(X) = 1(X + X) ew(X) =X - X
Sabe-se que todo intervalo da reta é um conjunto convexo, ou seja, dado quaisquer
dois pontos em um intervalo, existe um segmento que os une que ainda esta inteiramente

contido dentro desse mesmo intervalo, matematicamente podemos escrever:
X=X X]=pX+(1—-pX,pe0,1]

Agora como ja citado antes serd definido uma nova forma de calcular a diferenca de
dois intervalos de maneira que X — X = OVX € I(R) pois veja que para a definigao
anterior, por exemplo [0,1] — [0,1] = [—1,1] # 0 que seria razoavel que a diferenca de
duas coisas iguais seja identicamente nula, e que vera posteriormente que isso é essencial
para definir derivada (que como se sabe se trata de diferengas de coisas muito proximas
que era de se esperar que estivesse proximo de zero ’intervalar’ essas diferencas a medida

que aproximamos no limite de h — 0).

Definigao 1.9. (gH-diferenca de intervalos) Tome A e B em I (R), a gH-diferen¢a entre
A e B € definida como o elemento C' em I(R) tal que:

A=B+C
C=Ac,uB= ou
B=A-C

Ghosh|[7] escreve em outras palavras, resumindo:
C = Ao,y B=[min{a —b,a— b}, max{a — b,a — b}]

e a demonstrac¢ao se encontra em Chalco-Cano [9]

Ghosh [7] define fun¢do paramétrica intervalar da seguinte forma:



Definigao 1.10. Seja C* = (Cy,Cy, .., Ci)T (k mimeros intervalares na forma de vetor
com k — uplas) onde C; = [c;,Gj = 1,..., k uma funcdo intervalar € uma fungdo do tipo
Fer - R* = I(R)

em outras palavras nada mais é do que uma fun¢ao cujo os seus coeficientes sao inter-

valos

Exemplo 1.5. (funcional linear intervalar) é uma fun¢ao intervalar no sequinte formato
Lys : R* — I(R) com hE = (hi, hy, .., hi)T com h; = [h;, hjlj = 1,..., k tal que Ly (z) =
>y hi ©

Exemplo 1.6. Considere a sequinte funcao
Fea (1, 2) = Cray 4 Cye™, onde Cy = [1,3] e Cy = [-2,1]

€ uma fungao intervalar.

Definicao 1.11. (representagao paramétrica de fungoes intervalares) Seja For : R™ —I(R)
vai ser dita uma fun¢ao com parametros intervalares quando existirem k coeficientes in-
tervalares Cy, Cy, .., Cy, denotados Ck = (Cy,Cy, ..,Cy)T onde C; = [c;,¢;] que podem ser

representados:

{c(®)|c(t) = (cr(tr), calta), ...y cr(tr)), ¢i(ts) = ¢ + 15(C5 — ¢5) t = (tr, b2y 1), 0 < 85 <
1 <)<k}

e a fun¢ao pode agora ser escrita como:

For = {fewy(@)| fey : R" = R, ¢(t) € CF}

Exemplo 1.7. Considere a fun¢ao anterior:
Fea (21, 22) = Cray + Coe™, onde Cy = [1,3] e Cy = [-2,1]
que pode ser reescrita da sequinte forma;
fet) = Jer(tr,eaita)) (X1, T2) =
c1(ty)my + cata)e™ = (1 + 2t)xy + (—2 + 3ty)e™
com 0 <ty,t9 <1
com 0 <t;,to <1

Exemplo 1.8. E também convenientemente pode-se escrever Fer(x) da sequinte forma

(desde que f.u) seja continua no seu dominio Vt € [0,1]%)

onde f(x) = min fop)(z) and f(z) = max f.(z)

telo,1]* telo,1]k

Percebe-se que o intervalo sempre existe e é tinico desde que f.) seja continua no seu

dominio pois como se sabe ¢ € [0,1]* é compacto e fuq)(z) = g(t) continua entdo pelo
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Teorema de Weierstrass g possue maximo e minimo em ¢ € [0,1]* que coincide com o
intervalo Fex(z) = [i(x),?(x)] onde f(x) = eIIll{lk few () e f(z) = max Jew ()

te(0,1] te[o,1]k
Na definicao a seguir, veremos que ¢ possivel trabalhar com n-uplas e matrizes onde
cada entrada ¢ um intervalo fechado e limitado da reta. No proximo capitulo sera apre-
sentado um Problema de Otimizacao Intervalar, definido no espago vetorial intervalar

n-dimensional que sera definido posteriormente.

Definicao 1.12. Um vetor intervalar n-dimensional € uma n-upla ordenada onde cada

coordenada € um intervalo.

X = (Xl,XQ,...,Xn) (122)

onde cada X; é da forma X; = [X;, X;] com j = 1,...,n Uma matriz intervalar

Definicao 1.13. A é uma matriz intervalar se cada entrada a;; € um intervalo, isto €,

ai; = [aij, @)

Definicao 1.14. o espaco vetorial intervalar € um espago vetorial onde os elementos sao

vetores intervalares e € fdcilmente verificavel que tal espago é um espaco vetorial
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Capitulo 2

O Problema

2.1 Otimizacao Intervalar

Para falar de otimizacao intervalar pensando em usar posteriormente os método de
newton e quase-newton precisa-se definir certas propriedades para tais fungoes intervalares
tais como contiuedade e diferenciabilidade pois s6 assim podera posteriormente denomina-
la fung@o objetivo e podera dizer se tem ou nao pelo menos um ponto 6timo (no caso,

eficiente).

2.1.1 Propriedades da Funcao Intervalar

Continuidade e diferenciabilidade sao caracteristicas fundamentais para classificar fun-
¢oes, mas para o caso de funcoes cuja a imagem é um intervalo nao h& unanimidade para
a definigdo de continuidade, Panda [1] por exemplo definiu a continuidade da seguinte

forma:

Definicao 2.1. Uma fungdo Fex € dita continua no ponto xy se fo4) (tal como definida

na definicio 1.9) é continua para todo t € [0,1]%,0u seja

lim Fey () = Fop (o)

Tr—xQ

Ghosh também exibe o seguinte resultado que pode facilitar o calculo desse limite

lim Foi(x) = [ min lim fy ) (2), max lim fu4(2)]
z—rg Y te[0,1]F z—wo tel0,1]F z—wo
Por outro lado Ghosh [7] define continuidade via gH-diferenga pois como no seu texto
justifica para certos casos de fungoes continuas (quando fixado os coeficientes de tais fun-
¢ao em numeros reais) deixam de ser continuas quando os seus coeficientes sao intervalos
usando a definicao acima mas quando ajustada para gH-diferenca ’ganha’ novamente a

continuidade.
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minio de Fgx) e tome h = (hy,..,h,) € R" de tal forma que x +h € D. A fun-
¢ao Fer € dita gH-continua no ponto xy se existir um intervalo E(Fex(xo);h) com
lim E(Fex(xo); h) = 0 tal que:

Il —0

Definigao 2.2. (gH-continuidade) Seja xo = (29, 29,...,2°) € D\ dD (interior do do-

Fer(zo + h) = Fer(2o0) + E(Fer(20); h)

13



Moore [5] define diferenciabilidade da seguinte maneira:

Definigao 2.3. (Diferenciabilidade sequndo Moore) Uma fungao Fer : D — I(R) U I(R)

¢ dita intervalar Diferencidvel no ponto xo € D se existe o limaite:

Y Jey (2 + i) — fey(27)
1m
h—0 1Al

existe.

onde Fog = {fuo(®)| foy : B* > R, c(t) € C¥} ¢ TR) = {[a, b [b,a] € [(R)}

Acontece que Ghosh [7] ver que essa definigdo implica na nao diferenciabilidade de
alguns funcionais lineares intervalares, por exemplo, suponha que Fex (71, 72) = 1, 2]z +
[1,2]xs agora aplicando na definugéo acima obtemos:

few (@3 + hi) — fey(27)

m5 A -

T (L+t1) (1 4+ hy) + (L+to)(ze + ho) — (L +t1)xy + (1 + t2)xs _
N h—0 ||h|| N

(lembrando que (¢1,t2) =t € [0, 1]?)

h—0 Al

Agora faca hy = 0 e hy — 0 assim temos:

(L2
h—0 ’hll

note que os limites laterais sao:

L) [L2)()

li = =11,2
hirilO |h1| ht—0 h1 [ ’ ]
e por outro lado:
o [L2J(h) L 2] (M)
lim ——— = lim ———— =[-2,1
h*HEO |h1| h*HEO —h1 [ ’ ]

logo o limite ndo existe e temos que Fex (w1, 72) = [1,2]z1 + [1, 2] ndo é diferencivel
que seria pouco usual pois de modo geral em dimensao finita se espera que funcionais
lineares sejam diferenciaveis, por esse motivo Ghosh [7] usa a diferenga de hukuraha para
estabelecer uma diferenciabilidade para fungoes cuja a imagem é um intervalo, da seguinte

maneira:
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Definigao 2.4. (gH-derwada parcial) Seja xog = (29,29, ..., 22

) um ponto fizado porém
arbitrario no interior do dominio D da fungio Fex(x) e tome h = (hy, .., h,) € R" de tal
forma que x +h € D. Agora definimos ¢;(x;) = Fen (29, .., a0, 2z, 29, ..., x0) dizemos

que F é Hukuhara derivdvel parcialmente na i-ésima componente no ponto x? se o limite:

lim Gi(2] + hi) Sgm ()
h;—0 h”L

existe.

Denota-se a i-ésima g H- derivada parcial de Fix em g por D; Fex(70) onde i = 1,2, ..,n

Assim fazendo o ¢ variar ¢ = 1,2, .., n obtem-se o gradiente:

Definicao 2.5. (gH-gradiente) O gH-gradiente de uma fungao intervalar Fex no ponto

xog € D € definido como sendo o sequinte vetor intervalar:
(D1 Fep (o), DaFx (), ..., DuFex(wo)")

Denota-se o gH -gradiente como V Fei (o)

Agora com uma derivada mais consistente pode-se definir a diferenciabilidade de uma

funcao cuja a imagem é um intervalo, que se chamaré gH-Diferenciavel

Definigao 2.6. (gH-Diferencidvel) Uma fungio Fex : D — I(R) € dita gH - Diferencidvel
no ponto vo € D se existem dois intervalos E(Fex(xo);h) € Ly, - R™ — I(R) tal que:

Feg(wo + h) Ogu Feg (o) = Lay(h) @ [|h]| © E(Feg(0); h) (2.1)

para ||h]] <0 e d >0 onde ||flzi||moE(F05($0);h) =0
—

Além de L,, existir, deve ser um funcional linear intervalar.
Espera-se que as propriedades de diferenciabilidade que se tem para fungoes de R™ em
R também valham para fungoes de R™ em I(R). De fato,os resultados apresentados a

seguir, sao obtidos usando a gH-Diferenca

Teorema 2.1. Seja a fungao For gH-Diferencidvel em xo. Entao Ly, existe para todo
h = (hi,.,h,) € R" e

Ly (h) = i h;D; Fey () (2.2)

i=1
Demonstragao. Se h = (0,0, ...,0)" tem-se o caso trivial e o teorema estaria imediatamente

provado, sendo assim, assume-se que h # (0,0, ...,0)"
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Sendo Fgx diferenciavel no xq tem-se que:

Feg (o +h) ©Ogu Feg (o) = Lay(h) @ [|h]]| © E(Feg(0); ) (2.3)

para ||h|| > § para algum 6 > 0 onde o limte:

lim E(Fer(z);h) =0
h—0 v

da equacao acima tome h = tr assim substituindo tem-se:

20 (Fuy (o + ) Sy Foy(10) = 5 (L) © 0] © B(Foy (mo): )

1
= lim — © (Fey (o + 1) Sy Foy(20)) = Lay(v)

Em particular se v = e; obtem-se que:

1
= lim 70 (Fen (o + teg) Ogm Fox(w0)) = Lay(€:)

assim perceba que o resultado acima é exatamente D; Fix (x¢) como isso pode-se escrever

COIMo:

on(h) = on(h,l, h2, ey hn) = Lmo(hlel —+ h2€2 + ...+ hnen)

agora aplicando as propriedades de Ly,:

on(hlel + h2€2 + ...+ hnen) = hlLﬂCo (61) + h2L$0 (62) + ...+ h‘ano <€n)

que por fim substituindo o encontrado acima tem-se:

hlLIo (61) + hQLxO (62) +...+ hano (en) = thlFCl’f (Io) + hQDQFCIUc (.730) + ...+ hnDnFCLV (x(])

on(h> = Z h’LDzFbﬁ (mo)

=1

O

Proposigao 2.1. Sejaxg € D e a fungao For gH-Diferencidvel, entao a fungao a valores
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reqls:

1 1 1
U(x) :/ / / Jie)earnen (@)dty ... dty, (2.4)
tr=0 Jtr_1=0 t1=0

¢ diferencidavel em xg

Demonstragao. Como a fungao Fex ¢ diferenciavel no ponto xq € D entao Fex € continua
em xg € D.
Agora observe que cada ¢;(t;) = ¢; + t;(¢; — ¢;) é uma fungao linear em ¢ € [0, 1]*

A prova é agora seguida a partir da observagao de que fic, c,,..¢,) ¢ diferenciavel em

Ch
(t1,.., 1) sobre o compacto t € [0, 1]¥ pois é composta de funcoes diferencidveis, logo sua
derivada existe (podendo assim derivar dentro da integral)e é continua, consequentemente
integréavel.

O

De agora em diante esse trabalho sera apoiado pela ¥ tendo em vista suas propriedades
que serao herdadas da Fex.
Posteriomente seré necessario o uso da matriz Hessiana para os métodos numericos

entao a definicao a seguir faz-se necessaria:

Definigao 2.7. (gH-Hessiana) Seja a fun¢io Fer duas vezes gH-Diferencidvel em xo,

ou seja, para cada i, DiFex € gH-Diferencidvel em xo. A gH-derivada parcial de segunda

) : : 02§,
ordem € calculada da seguinte maneira: D} For = {axfa(;), lc(t) € Ck}
v 10 ;

Assim a gH -Hessiana de Fey. € definida como uma matriz intervalar com nxn elementos.
2.1.2 O Problema Geral
Definicao 2.8. Em geral um problema de Otimizagao Intervalar irrestrito (IOP)é escrito

da sequinte maneira:

min Fey ()

onde Fei : R" — I(R), e para aplicar métodos de solugao através de algoritmos posterio-

res iremos pedir que Feor seja duas vezes gH -diferencidvel

Sera apresentada uma relacao de ordem parcial para comparacao de dois intervalos e

para isso sera definida uma ordem parcial no conjunto I(R) que Ghosh [7] define:

Definicao 2.9. (Comparagao de elementos em I(R)) Sejam A e B dois elementos de
I(R) entao:
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1. B ¢ dito dominado por A se a(t) < b(t) V t € [0,1] onde a(t) = tA+ (1 —t)A e
b(t) =tB + (1 —t)B escrevemos A < B

2. Dizemos que A # B se existir um to € [0,1] tal que a(ty) # b(to)

3. B € dito estritamente dominado por A se A < B e A # B. escreve-se A < B

Agora ja sabendo comparar dois intervalos, assumindo essa ordem parcial (com a de-

finigdo de uma ordem parcial), se pode definir o que seria uma solugao eficiente para o
I0P:

Definigao 2.10. (solugao eficiente) Uma solugao factivel T € R™ € dita solugao eficiente
local do problema IOP se nao existir algum x. numa vizinha¢a Ne(T) tal que Fex(xe) <
Feox (T)

A seguir veremos o principal teorema usado nesse trabalho onde serda mostrado que
WU (z) e Fer(x) estao interligadas de alguma forma, no que diz respeito a minimizadores e
solugoes eficientes.

Teorema 2.2. (Caracterizagdo de solugoes eficientes) Seja Fex uma fungdo intervalar. E
seja T um minimizador local de ¥(x) = ftke[o L0 (x)dt entao T é uma solugao eficiente

local do problema m%gn Fer(x).
zER™ v

Demonstrag¢ao. Suponha por absurdo que T seja minimimizador de ¥ mas nao seja uma
solugdo eficiente local do problema IOP, assim deve existir algum z5 em N;(ZT) (uma
vizinhaca de Z ) para algum ¢ tal que Fer(z5) < Fer(T) portanto fo ) (2s) < feu)(T)VE €
[0, 1]* consequentemente

W(z;5) :/ fc(t)(xﬁ)dt </ fc(t)(f)dt
te0,1]k tel0,1]k

que é claramente absurdo posto que por hipétese T é minimizador de ¥ O

Perceba que o teorema anterior nao garante a volta, ou seja, se T é solucao eficiente
nao necessariamente ele ¢ um minimizador. Para essa questao serd proposto uma nova
abordagem em uma secao futura onde o problema é atacado sem explorar a ¥ visto
que assim poderia deixar escapar alguma solugao eficiente dado que todo minimizador é

eficiente mas nem todo ponto eficiente é minimizador.
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Métodos Numéricos

Método de Newton

Ghosh [7] usa as duas versdes do método de Newton para a busca de um ponto
eficiente e a primeira a ser testada ¢ a iteragio 2™ = 2™ — [V2U(2™)]" V¥ (2™)

mas para diminuir o numero de passos iterativos considera-se um J\,, (peso) em cada
passo onde \,, = argmin{¥(z® + \,2™)} assim as novas iteracoes ficam ™! = 2™ —
A [V2W (2™)] 7'V ¥ (2™) mas, iniciamente considera-se o método cléssico.

Como se sabe o0 método de newton adaptado a otimizacao resolve problemas irrestritos
de fungoes definidas em R"™ a valores reais. Para encontrar pontos eficientes de Fx
recorreremos a sua V(zr) = ftk et fe® (z)dt a qual é diferenciavel duas vezes (caso Fex
seja) e seus pontos minimizadores sao exatamente as solugoes eficientes de Fix (contudo
vale ressaltar que se x** é solucao eficiente nao garante que é minimizador de ¥ mas a
reciproca ¢ verdadeira)

Considera-se ¥(x) = ftk c[o.1]* fey(z)dt com Fei duas vezes gH- Diferencidvel, logo

U(z) é também duas vezes diferenciavel. Assim faz-se o método de newton cléssico:
1. defina um € para critério de parada e defina um "start"(z°) .
2. se || v¥(2™) ||< € pare.
3. caso contrario £ = z™ — [V2U(2™)] VU (™)
4. volte ao passo 2

Agora o método melhorado com os pesos A,
Considera-se V(z) = ftk c[o,1]* few(z)dt com Fer duas vezes gH- Diferenciavel, logo
U(z) é também duas vezes diferenciavel. assim pode adaptar o método de quase-newton

da seguinte maneira:
1. defina um e para critério de parada e defina um "start"(z°) .
2. se || v¥(2™) ||< € pare.
3. caso contrario ™t = 2™ — A, [V (2™)] VU (™)
4. volte ao passo 2

Onde
Am = arg nin U(z™ + A\, V¥ (™))

Vale ressaltar que se a fun¢ao ¥ for do tipo quadrética, ou seja; VU(z) = x'Ax + b’z + ¢

qualquer um dos métdos acima converge em uma iteracao se A for semidefinida positiva
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(prova em Ghosh [7])

Ghosh [7] resolveu dois exemplos usando cada um dos algoritmos e os resultados foram
0s mesmos, entretanto quando usado o peso A, a quantidade de passos diminuiu bastante.

O primeiro exemplo foi o seguinte
min FCE(‘Tth) = [17 Q]II + [_]—7 Q]IQ + [17 3]‘7;% + [07 1]1;11‘2 + [27 3]%%7 T € R; T2 € R.

A funcao intervalar quadratica Fs pode ser escrita em termos da combinagao convexa

dos extremos dos intervalos tal como foi feito no capitulo anterior da seguinte forma:
fc(t) = (1 + tl)Il + (—1 + 3t2)l’2 + (1 + 2t3)$% + t4ZE1I2 + (2 + t5)$g

onde
t=(t1,..,t5) € [0,1)°

Agora para encontrar a funcao auxiliar ¥ : R" — R com ¥ € C* basta integrar f,;) em

relagao a t no "cubo"t = (¢4, ..,t5) € [0, 1]* da seguinte forma:

1 1 1 1 1
qj(l’l,ﬂfg) = / / / / / fc(t)dtldtgdtgdt4dt5
0o Jo Jo Jo JoO

1,1 1 1 gl
= / / / / / (1+t1)1’1+(—1+3t2)l‘2+(1—|—2t3)$%+t4£)§11‘2+(2+t5)$gdt1dt2dt3dt4dt5
o Jo Jo Jo Jo
dessa forma integrando f.) obtemos U (zq,x9) = %xl + %1'2 + 222 + %xlxg + gx%
Agora aplicando o algoritmo 1 acima na fun¢ao usando um nivel de significancia € =
107* e um "start"a partir do ponto (xg,%) = (3,2) na primeira iteragao o algoritmo ja

converge para o ponto xx = (z1,y;1) = (—0.367, —0.063) que é uma solucao eficiente do

IOP acima considerado.
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2.1.3 Método Quase-Newton (versao BFGS)

Essa proposta nao foi explorada por Ghosh [7], entretanto é preciso reconsiderar que
o método de newton assume, entre outros, o custo da Matriz Hessiana invertida a cada
iteragao sendo assim tornando-se inviavel para problemas com dimensoes superiores, com-

putacionamente falando.

Uma forma de "escapar"desse problema (de tornando-se inviavel para problemas com
dimensoes superiores) é um método, muito popular devido a seu bom desempenho numé-
rico, que é o método de Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shanno (BFGS) (ver Friedlander [2])

Sendo assim assume-se as mesmas condicoes a priore, como objetivo ainda é encontrar
pontos eficientes de Fr. Entdo pra isso considera-se a sua W(x) = ftk et Je® (x)dt a
qual ¢ diferencidvel duas vezes (caso Fx seja) e seus pontos minimizadores sdo exatamente
as solugoes eficientes de Fx
Considera-se V(z) = ftk ciopr Je® (z)dt com Fex duas vezes gH- Diferencidvel, logo W(x)

é também duas vezes diferenciavel. assim facamos o método de quase-newton:
1. defina um € para critério de parada e defina um "start"(z°) .
2. se || v¥(z™) ||< € pare.
3. Calcule H,, usando a atualizacao BFGS
4. Calcule z™ = 2™ — N\, H,, V¥ (z™)
5. volte ao passo 2

Onde H,, é uma matriz da mesma dimensao da Hessiana, encontrada pela seguinte ex-

pressao:
1. HBFGS = |
BFGS __ 1+q'an7qum pmpin _ Pm‘Ianm""HQOpfn
2. Hm+1 Hm + qtpm Phndm 4hpm

onde P, = Tp1 —Tm€ G = VV(Tpi1) — V¥ (2,) € Ay, = argminy,, <o V(2" + A, VY (2™).
Proximo teorema sera visto que esse método é consistente no que diz respeito a sua

convergencia.
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Teorema 2.3. Seja U : R*® — R com VU € C® tal que existe xx minimizador local de
U com V2U(x*) definida positiva. Existem § > 0 e € > 0 tais que se 2° € B(xx*,d)
e |[Hy — V2U(z%)|| < € as sequencias {x™} e {H,,} gerada pelo método BFGS usando

Am = 1Vm € N no passo 2, verifica-se:

1. H,, € definida positiva Ym € N
2. limx,, = o*
3. a ordem de convergéncia € pelo menos super linear.

Demonstracao. Ver Dennis e Schnabel [§] 0J
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Capitulo 3

Algumas simulacoes

3.1 Testando Método de Newton

Exemplo 1 (newton)

Ghosh [7] resolveu dois exemplos usando cada um dos algoritmos e os resultados foram
0s mesmos, entretanto quando usado o peso A, a quantidade de passos diminuiu bas-
tante. O primeiro exemplo foi o seguinte min Fes (1, 29) = [1, 2]z + [—1, 2]zo + [1, 327 +
0, 1]z120 + [2, 3]23, 71 € R, 29 € R.

A fungao intervalar quadratica Fgs obviamente que pode ser escrita em termos da
combinagao convexa dos extremos dos intervalos tal como foi feito no capitulo anterior

dessa, forma;
fey = (L4 t) 1 + (=14 3ta)za + (1 + 2t3)x] + tamizo + (2 + t5)25

onde t = (ty,..,t5) € [0,1]* Agora para encontrar a funcao auxiliar afim de que tenha-se
uma fungao ¥ : R* — RV e € C basta integrar f,.;) em relacao a t no "cubo"t =

(t1,..,t5) € [0,1]* dessa maneira:

1 1 1 1 1
/ / / / / (1 —|—t1).1'1—|—(—1+3t2)l’2+(1+2t3)x%+t4l’1l‘2+(2+t5)$§dt1dt2dt3dt4dt5
0o Jo Jo Jo JoO

dessa forma integrando f.) obtemos U(xy,29) = %:L‘l + %xg + 21‘% + %xlxg + %a:%
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Agora aplicando o algoritmo 1 na funcao acima usando um nivel de significancia € =
10* e um "start"a partir do ponto (xg,%9) = (3,2) na primeira iteragao o algoritmo ja
converge para o ponto xx = (x1,4;) = (—0.367,—0.063) que é uma solugao eficiente do
IOP acima considerado. A seguir vemos a tabela de desempenho do algoritmo quando
aplicado a esse mesmo exemplo:

m (=", z3") Fog (o', 23 VO(ai", 23') Ve (ay", z3")|
0 (3,2) [18,54] (14.500, 12.000)! 18.822
1 (-0.367,—0.063) [—0.718,0.136] 107'5 % (—0.666,0.444)"  8.006 * 10~'6
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Exemplo 2 (newton)

O segundo exemplo trata de uma quadratica em R? intervalar no seguinte formato:
min Fos (21, x2) = [=3,00z] + [0, 1]z + [—2, —1]z3 + [1, 2]afz, + [1,3],21 € R 25 € R.
e assim como no exemplo anterior tem-se que primeiramente escrever Fs em termos
das combinagdes convexas dos extremos dos respectivos intervalos: fou (@1, 22) = (=3 +
3t1)x? + toxs + (=2 + t3)x5 + (1 + tg)xixe + (1 + 2t5), 71 € R, 29 € R.

dessa forma, assim como no exemplo anterior, integrando f.) obtemos

3 1 3 3
(2, 2) = —ixf + 51’3 +2— 5:(;3 + 51’%3:2
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Agora calculando a sequéncia {2} para encontrar o ponto eficiente T usara-se a se-
quinte sequéncia:

g™t = g™ — [VAU(2™)] IV (2™)

ov(z™)
VU (z™) = ( agzcgcl") )

0o

onde:

8% (z™ 972 02z
Vz‘l’(xm) = < Bglll(m") ' 532%(853) )
D102 a2

Como percebe-se, sera feito o uso do primeiro algoritmo com um nivel de significancia

¢ = 107" ou seja, quando [|[V¥(z]*, z5")|| for menor que ¢ = 10~ o algoritmo para nesse

ponto (z7*, x5") (que seré a solugao eficiente do IOP) e usando um "start"(z7", 235") =

(—2,4) ( que é de onde comegara as iteragoes) seré feita a busca por Z. A tabela abaixo

mostra que depois de 5 iteragoes foi encontrado T = (77, 72) = (0, 2) como solugao eficiente
do IOP. (dado que (0,2) ¢ minimizador de V)

m (=", =3') Feg (o', 23') VU (7', z3') [V (2", 23" |
0 (-2,4) [27.83] (—18,18)" 25.456

1 (—08,-2.8)  [-14.808,20.696] (4.32, —4.32)" 6.11

2 (—0.246,—2.246)  [—9.136,9.55] (9.2, —9.2)t 1.301

3 (—0.041,-2.041) [—7.329,7.340] (0.127, —0.127)! 0.179

4 (=0.002,—2.002) [-7.012,7.012] (0.004, —0.004)" 0.006

5 (0,2) —7,7] 10-4%(0.069, , —0.069,)"  0.983 % 10~°

Agora calculando a sequéncia {x™} de outra maneira para encontrar o ponto eficiente T

usara-se a sequinte sequéncia:

g™ =™ — A, VAU (™)) T VW (2™)

onde:
Am = arg min U(z™ + Apd™)
e
d™ = —[V2U (™))" V¥ (2™)
e
V(") = -3z — 3l‘1$22
—1.5z9 + 1.527
e

—3 =3z —3x;
-3 —-1.5

V20 (2™) = (
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Como percebe-se, seréd feito o uso do segundo algoritmo com o mesmo nivel de sig-
nificancia anterior ¢ = 107* ou seja, quando ||V¥ (27, x5')|| for menor que ¢ = 107* o
algoritmo para nesse ponto (z7*,z5") (que sera a solugao eficiente do IOP) e usando o
mesmo "start"anterior (z7',x5") = (—2,4) ( que é de onde comegaré as iteragoes) sera
feita a busca por T. A tabela abaixo mostra que depois de 1 iteracao foi encontrado,

como era de se esperar, o mesmo ponto T = (Z1,73) = (0,2) como solugao eficiente do
IOP. (dado que (0,2) é minimizador de V)

0 (24) 27.83] (—18,18)" 25.456
1 (0,2) —7,7]  107%°(0.069,,—0.069,)!  0.983 % 103
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3.2 Testando Método Quase-Newton

A titulo de comparacao sera aplicado o Método Quase-Newton para os mesmos exem-
plos que Ghosh [7] aplicou na se¢ao anterior para a fungao quadratica e ctibica intervalares
min Fes (21, 22) = [1, 2]z + [—1,2]zs + [1,3]2F + [0, 1]z120 + [2,3]23, 21 € R,z € R. e
Ges(w1,x9) = [=3,0]af + [0, 1]a3 + [—2, —1]a3 + [1, 2]atz, + [1,3], 21 € R 25 € R.

Exemplo 1 (quase-newton)

Como ja citado, Ghosh |7] nao resolveu nenhum dos dois exemplos usando quase-newton
e os resultados foram os mesmos, entretanto quando usado o peso \,, a quantidade de
passos diminuiu bastante. O primeiro exemplo foi o seguinte min Fs (21, 22) = [1,2]2; +
[—1,2)wy + [1,3]2% + [0, 1]zy2s + [2,3]22, 71 € R, 22 € R,

A fungao intervalar quadritica Feps também serd escrita em termos da combinacao

convexa dos extremos dos intervalos tal como foi feito no capitulo anterior dessa forma:
fc(t) == (1 + tl)Il + (—1 + 3t2)1’2 + (1 + 2t3)$% + t4ZE1JZ2 + (2 + t5)l’%

onde t = (ty,..,t5) € [0,1]F Agora para encontrar a func¢io auxiliar afim de que tenha-
se uma funcao do tipo ¥ : R" — R e U € C* basta integrar f.;) em relagao a ¢ no

"cubo"t = (t1, ..,t5) € [0, 1]* do mesmo modo tem-se:

1 pl pl pl pl gl
= / / / / / / (1+t1)$1—|—(—1+3t2)I2+(1+2t3)l’%+t4$1$2+(2+t5)l’gdt1dt2dt3dt4dt5
o Jo Jo Jo Jo Jo
dessa forma integrando f.;) obtemos U(zy,x9) = gxl + %xz + Qx% + %xle + gq:%

Agora aplicando o algoritmo quase newton (versao BFGS) usando um nivel de signifi-
cancia ¢ = 107* e um "start"a partir do ponto (g, y0) = (3, 2) o algoritmo converge para o
ponto xx = (z1,y1) = (—0.367, —0.063) depois de 5 iteragoes e ja sabe-se de atemao que é
uma solugao eficiente do IOP acima considerado. A seguir vemos a tabela de desempenho

do algoritmo quando aplicado a esse mesmo exemplo:

m (27", 2%") Fos(af,ay) VOl af)  ||Ve(al, z3)||
0 3,2] [18,54] [14.500, 12.000]* 18.822

1 [0.04,—0.45]  [—0.718,0.136]  [1.43,—1.73]! 2.24

2 [-0.31,-0.028] [18,54] [0.25,0.20]" 0.32

3 ]-0.3601, -0.067] [18,54] 0.02, —0.03]" 0.038

4 [-0.3661, -0.062] [18,54] 0.004, 0.0034]¢ 0.0054

5 [-0.367,—0.063] [—0.718,0.136] 1073[7.14,5.91]"  107%9.27
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Exemplo 2 (quase-newton)

O segundo exemplo trata-se do mesmo polinomio bivariado de grau 3 intervalar no
me formato: min Ges (1, x2) = [—3,0]z] + [0, 1]x3 + [-2, =123 + (1, 2]zfzs + [1,3], 21 €
R, z5 € R. e assim como no exemplo anterior tem-se que primeiramente escrever G¢s em
termos das combinagoes convexo dos extremos dos respectivos intervalos: fo (21, 72) =
(=3 4 3t1)x? + toxs + (=2 + t3)x3 + (1 + ta)x3ze + (1 + 2t5), 71 € R, 25 € R.

dessa forma, assim como no exemplo anterior, integrando f.) obtemos

3 1 3 3
V(@1 22) = _595% + 59‘73 +2 - 53;3 + 59&%372

Agora calculando a sequéncia {x™} de outra maneira para encontrar o ponto eficiente

T usara-se a sequinte sequéncia:

g™t =™ — N\ H,, VU (2™)

onde:
— : \P m m
Am = aryg min (™ 4+ A\pd™)
e
d™ = —[V*U(z™)] 'V (2™)
e
OV (z")
V(") = ( N )
Oxo
‘ 14 g, H : b Hy + Hpqmpl
m+1 m t t t
4y Pm Prdm qmPm
onde Hy = I, € pr, = Tpr1 — xe q = V¥ (2r41) — VY(21) € Ay = argminy, <o V(2™ +
Amd™)

Como percebe-se, seré feito o uso do segundo algoritmo com o mesmo nivel de sig-
nificancia de todos anteriores ¢ = 107* ou seja, quando ||[V¥(z7*, 27")|| for menor que
€ = 107* o algoritmo para nesse ponto (27, 25") (que espera-se que seja o aproximada-
mente a mesma solu¢do encontrada anteriormente pois sera a solugao eficiente do IOP) e
usando o mesmo "start"anterior (27", z5") = (—2,4) ( que é de onde comegaréa as iteragoes)
seré feita a busca por T. A tabela abaixo mostra que depois de 1 iteracao foi encontrado,

como era de se esperar, o mesmo ponto T = (Z1,73) = (0,2) como solugao eficiente do
IOP. (dado que (0,2) é minimizador de V)
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m_(a",23)  Fes(af,2y) VU (zt", 23 [VO(at, 23)|
0 (-24) [27,83] (—18,18)! 25.456
1 (0,2 (7,7 107"(0.069,,—0.069, )  0.983 % 10~°
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Exemplo 3 (Problema de Estoque)

H& muitas variaveis a se considerar para a modelagem de um problema de estoque, mas
nesse caso seré considerado o custo de manutencao, custo de aquisicao e custo de faltas,

e a funcao custo total é dada pela sequinte expressao:

e terd o seguinte grafico:

Custo Total;

(estogue +aguisicdo+fatas ﬁ
R @ custo de
Custo de manutencdoe do
aquisicdo astoque

I custo de @
| iy

onde a é a taxa de consumo, K é o custo de reabastecimento unitéario, h é custo unitério
de manutengao do estoque e x obviamente é a quantidade de unidades no estoque, e C(x)
é o custo associado a essas unidades no estoque. Claramente trata-se de um exemplo bem
simplificado dos casos gerais para esse tipo de problema mas esse serve para ilustrar como
é razoavel pensar em problemas intervalares pois note que "a” (a taxa de consumo médio)
dificimente serd constante e nao ha como prever a demanda exata, entretanto pode-se
pensar que a esta compreendida em um intervalo, entao assim é possivel flexibilizar a
ideia de obter uma resposta como um nimero fixo pensando dessa forma. Agora afim
de encontrar o xx tal que C'(z*) < C(x) Vx > 0, suponha por um momento que a seja
uma constante afim de calcular z*, entao olhando para funcao C' nota-se que se trata de
uma funcao polinomial que por sua vez é diferenciavel infinitas vezes para x > 0, assim

derivando C(z) e igualando a zero tem-se que xx = (%)%
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Agora voltando a raciocinar "intervalarmente"deve agora definir como calcular raiz
quadrada de um intervalo, muito simples, dado que ja se sabe multiplicar intervalos,
sabe-se que se r é a raiz de a, entdo r.r = a, mas r = [r,7] e a = [a,a], dessa forma,
az = [g% , 6%] desde que a > 0 e a > 0 dessa forma tem-se que o estoque 6timo é o intervalo
dado por: zx = [(%)%Q%, (%)%6%] pensando dessa forma ainda nao sabe-se qual deve
ser o valor do estoque, apenas que ele esta compreendido nesse intervalo x*, agora se
pensar usando a fungdo auxiliar ¥ (ou seja, integrando a C(x) ao longo do intervalo

a = [a,a] =a(l —t) +at onde t € [0,1]) tem-se que:

1 1
\I/(:L‘):/ Ct(x)dt:/ %%—Q;—hdt:
0 0

T

1 _
/ o, alK  zh
0 2

i

—dt =
T + 2

K (a+a) +xh
T 2 2

@)K\ 1
%)2 que se assemelha bastante com

a forma original com a distin¢gao de que "a” é um intervalo mas é como se escolhesse

/1 (1—-ta+ta)K zh

agora fazendo V'(z) = 0 obtem-se que zx = (

um reprentante desse intervalo, o seu ponto central, ji definido no primeiro capitulo, e
adotasse como se esse fosse o proprio coeficiente "a”.

Agora para analisar como seria achar esse mesmo x* via método quase-newton, serao
atribuidos valores a essas constantes e um intervalo para ”a”, e assim serd visto que x*
coincide com o encontrado analiticamente acima.

E claro que para a funcao
_ Ka+a zh

x2+2

A implementagao é trivial e desnecesséria para esse caso tendo em vista que se trata de

uma funcao univariada e diferenciavel como visto, mas suponha que se trate de um pro-
blema mais complexo de varias variaveis nesses casos faz- se necessario a implementacao
de algoritmos que resolvam de maneira nao-manual e nesses casos seria necessario o mé-
todo acima apresentados, pois sabe-se que em problemas gerais existem varias demandas
((ay, as, ..., a,) vetor intervalar) tais como suas respectivas quantidades (x1, zs, ..., z,,) que
combinadas gerariam um custo associado C'(x) ou seja, trata-se de uma fungdo R” — R
coerciva em R™" pois se as quantidas (21,23, ..., x,) forem infinitamente grandes, o custo
para o estoque dessas quantidas também seré infinitamente grande, e se essas quantidades
forem nenhuma o custo também é infinitamente grande pois se nao hé estoque, nao ha

lucro. Para casos mais gerais como citado fica em aberto para modelagem em trabalhos
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futuros
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Capitulo 4
Consideracoes Finais

Este capitulo destina-se a anélise dos resultados obtidos a partir dos pequenos testes
feitos nos capitulos anteriores, na busca de pontos criticos e minimizadores da funcao
objetivo Fex. Em tudo, sempre foi encontrado tais minimizadores, em poucas iteragoes
tanto com o método de newton quanto o método quase-newton, e em um dos casos o
método quase-newton converge em menos iteracgoes, que foi o caso do segundo exemplo,
mostrando assim como em alguns casos pode se sobressair a frente do método de newton
classico, além de que, em si proprio, o método quase-newton ja exige menos do computa-
dor, pois nao inverte matriz como ja citado ateriormente, assim pode-se dizer que tem o

melhor "custo-beneficio" comparando aos dois.

4.1 A Primeira Simulacao

Como visto esse primeiro exemplo foi uma funcao quadratica bivariada que como sabe-
se para esse caso o método newton converge em duas iteragoes para o ponto (-0.367,
-0.063), entretanto nesse exemplo em especifico o quase-newton precisou de 5 iteragoes
para encontrar o mesmo minimizador que foi também o ponto(-0.367, -0.063) lembrando
que ambos partem do mesmo "start"que é o ponto (0,2) e foi usado também o mesmo
critério de para com € = 0.0001. Vale ressaltar também que, apesar de precisar apenas
uma iteracao, o método de newton precisou inverter uma matriz 2x2 que lhe somam 6
iteragoes internas (4 cofatores, 1 determinante e a multiplicacdo) dentro dessa iteragao,
sem falar que o nimero de iteragoes para esse método aumenta mais que exponecialmente
a medida que a ordem da matriz aumenta.

Vale ressaltar que como o exemplo ¢é relativamente pequeno pode-se considerar um empate
no desempenho para esse caso pois seria imperceptivel a diferenga no tempo de conver-
géncia para esse caso, mas o que se tem de vantagem nisso é agora ter pelo menos duas
saidas para esse tipo de problema que hora ou outra pode ou nao convergir em ambos

algoritmos.
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4.2 A Segunda Simulacao

Aqui nesse caso pode-se perceber que em certos casos ha a possibilidade do método
quase-newton precisar até de menos iteragoes. Apesar de como ja dito, para esses casos
pequenos se considera um empate em termos de desempenho mas é curioso ver que se
pode escolher ambas opgoes de resolu¢do que chega (de maneiras diferente) ao mesmo
resultado partindo do mesmo "start"(—2,4) com mesmo nivel de significancia e = 0.0001
ambos convergem para o ponto (0,2) que se trata de um minimo local (de fato um mini-
mizador) e vale ressaltar que a Fx pode ter outro pontos eficientes que a ¥ nao captou
pois obviamente que ha perdas de informagao quando integrando a Fex ao longo de todos
os intervalos de incertezas, para essas questoes (quem seria os outro pontos eficientes)
seré sugerido na proxima se¢ao uma sugestao de como olhar o problema de outra forma
sem passar pela integral de Fx (ou seja sem olhar para W) pensando na possibilidade de
encontrar outros pontos eficientes (via definicao de eficiente dita nessa dissertagdo) mas
vale ressaltar também que ha outras formas de comparar dois intervalos via uma transfor-
magao linear também explorada por Silveira [3| onde se transporta via uma transformagao
linear ¢ um vetor intervalar em I(R™) a R?*" ambiente onde esta-se habitoado a comparar

parcialmente vetores.

4.3 Uma Nova Abordagem

Uma maneira totalmente diferente de abordar esse problema é encara-lo como um
problema de otimizacao restrita ao invés de irrestrita afim de que possa encontra, quem
sabe, os pontos eficientes que eventualmente poderiam nao ser minimizadores dado que
o teorema que garante que todos os minimizadores sao pontos eficientes nao vale a volta,
ou seja, pode ser que existam pontos eficientes de Frque nao sao minimizadores de W.

A forma que é feita é partir do mesmo problema de otimizagao intervalar

min Fey ()

onde Fex : R™ — I(R), e novamente serd pedido que Fr seja duas vezes gH-diferencidvel

A grande mudanga ¢ observar que Fexr pode ser escrita da seguinte forma
Fop() = {fo (2) | fo : R* = R, e(t) € CF} = G(t, @)l
onde G(t,x) = feuwy(x), € c* (t) = (c1(t1), ca(t2), ..., ci(tr)) em que

¢j(t;) = cj +15(c — ¢j), t = (t1,ta, .., 1) € RF
Agora o problema geral de otimizacao intervalar irrestrito pode ser escrito da seguinte
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forma:

min  G(t,x)
tel0,1]k zeR™

pode também escrever da forma classica
min G(t, )

s.a: tel0,1F »eR"

Olhando agora para G(t, ), perceba que se trata de uma funcao G : R*" — R também
duplamente diferenciavel pelos teoremas vistos anteriormente e é evidente que para esse
tipo de problema ha a programacao nao-linear com diversas ferramentas para resolver tal
problema mas a questao que fica é se tais minimizadores do problema restrito sao pontos
eficintes do problema original e se nesse formato garante encontrar todos (ou pelo menos
mais do que usando a W) os pontos eficientes. Essas perguntas nao serao respondidas

nesse trabalho mas perceba que é pertinente e ficam, a principio, para trabalhos futuros.
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Capitulo 5

Conclusao

Apesar de parecer insignificante em termos de tempo para encontrar a mesma solugao

via método quase-newton, deve se pensar em casos gerais onde hé centenas de variaveis
e milhares constantes nas componentes da matriz hessiana que dificultariam e muito sua
inversao, em alguns casos pode ser impossivel, e nesses casos que o método quase-newton
pode se sobressair pois se trata de uma rotina que nao inverte matrizes, mas um outro
problema é a obtencao de solugoes eficientes, pois para cada "start"o algoritmo acha uma
(ou nenhuma) solugao eficiente para o problema inicial e disso temos dois problemas, pri-
meiro é que como saber se achou todos os minimizadores de ¥ mesmo supondo que tenha
achado todos eles, como saber se achou todos os minimizadores?
A mais preocupante é a segunda pergunta pois nao é garantido que todos os pontos efici-
entes sao minimizadores, para isso foi sugerido a ultima se¢ao antes dessa conclusao (nova
abordagem) foi uma das buscas para esse tipo de questionamento, apesar de haver outras
saidas, a sugerida difunde com a programacao nao-linear que tem diversas ferramentas
(como as condigoes KKT) para encontrar os minimizadores.

Em termos de comparagoes, para esses exemplos testados em dimensdes baixas (2 ou 3)
pode-se considerar um empate em desempenho de ambos algoritmos testados, dado que a
diferenca no tempo de convergéncia de 5 para 2 iteragoes ¢ infinitesimal (imperceptivel).
Para testar o desempenho de fato, precisaria de um exemplo que exigisse mais de ambos
algoritmo (um exemplo em dimensao mais que 10 por exemplo) entretanto s6 o fato de ter
uma opg¢ao para resolver de duas formas o mesmo problema ja é uma grande vantagem,
tendo em vista que o método de newton em alguns casos diverge para problemas onde o
"start"esta distante do ponto minimizador, diferente do método do gradiente que é bom
para "start"distante mas probleméatico quando o "start"esta perto do ponto minimizador

Abaixo um exemplo de como o método do gradiente converge:

A partir dai entra a grande vantagem do método quase-newton que ele comega como

o método do gradiente e acaba como o método de newton pois veja que o método é:

1. defina um € para critério de parada e defina um "start"(z°) .
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2. se || v¥(z™) ||< € pare.

3. Calcule H,, usando a atualizacao BFGS
4. Calcule z™ = 2™ — N\, H,, V¥ (z™)

5. volte ao passo 2

Onde H,, é uma matriz da mesma dimensao da Hessiana, encontrada pela seguinte ex-

pressao:

1. HPFOS = 1

1+qt Hpmgm Pmpt qut Hm"!‘HQOpt
m+1 m T at,pm  Plam 45 pm

onde p,, = Tpmi1 — Tme ¢ = VV¥(211) — VU(z,) al note que na primeira iteragao
o método quase-newton trabalha de modo idéntico ao gradiente dado que HyVW(2%) =
VU (2" pois Hy = I

ja a partir da segunda iteracao ele aproxima com a matriz

1+ goHogo poph  PogsHo + Hogqopy
dopo Pl q0po

que é uma matriz que aos poucos se aproximara da inversa hessiana, sem precisar

HEFGS —

calcular e inverter a tal matriz hessiana. Assim para certos casos pode ser uma Otimia
opgao pois veja que quando longe ele se sobressae ao método de newton e quando perto
ele se sobressae ao método de newton pois a matriz HZE¢S vai se aproximando da inversa
da hessiana que na verdade é a matriz de newton que trabalha bem quando perto do

ponto minimizador.
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Capitulo 6

Apéndice

6.1 Implementacao dos Algoritmos

Método Quase-Newton
O método Quase-Newton foi implementado no Matlab (a2016) da seguinte maneira:

disp( 'Would you like to clear your workspace memory and command screen?');
z=input('To do so enter 1, any other number to continue:’);
if z==1
clcjclear
end
choice=input(’'To do a maximization enter 1, for minimization enter 2:");a=2;
while a==2
if choice~=1&&choice~=2
disp("Wrong input!’);a=2;
choice=input('To do a maximization enter 1, for minimization enter 2:'};

end
a=2;mark=0;flag=0;count=0;syms bju=[];warning off all

try
while a==2
n=floor(input('Enter the dimension of function:'});
if n<1
disp('Kindly enter a positive integer');a=2;
else
a=1;
end
end
catch
disp('Kindly enter a positive integer'};
end
a=2;
for i=l1:n
syms ([ 'x" num2str(i}]};
end
while a==2
try

f=input('Enter the function in terms of variables x i(i.e. x1,x2,etc.):");a=1;
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catch
disp('Kindly recheck the index of variables and format of expression!'});a=2;
end
end
if choice==
f=-1;
end
#@=(input('Enter the initial approximation row wvector of wvariables:'}) ;a=2;
while a==:
if length(x@)~=n
disp('The dimensien of initial approximation is incorrect!’'};a=2;
w@=(input('Enter the initial approximation as row vector of variables:'}}";
else
a=1;
end
end
try
eps=abs(input('Enter the error tolerance:'});
catch
disp('Kindly enter a real number!');

end
g=f;
try
iar i=i:0
h(i)=diff(g,["x' num2str(i}]);
for j=1:n
k(i,j)=diff(h(i),[ "%’ num2str(j)]);
end
end
catch

disp("Your optimization problem can not be solved’);
return

end

disp('Hessian matrix of the function=")

if choice==1
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disp(-k)
elseif choice==

disp(k)
end
for i=l:n
for j=1:n
if i==j
d=det(-k(1:i,1:3));
if choice==
d=-d;
end
SOL=solve(d);
if str2num{char(d))<=@
mark=mark+1;u=[u i];
elseif isempty(SOL)==0
for m=1:length(SOL)
if isreal(SOL(m))}==1||isa(SOL(m), sym"}
mark=mark+1;
if (length(find(u==1i))==0)
u=[u i];
end
end
end
end
end
end
end
if mark:e
if choice==

fprintf{"\nThe ¥gth principal minor of Hessian is not negative at all real x!\n’',u);

fprintf('So the function is not concave globally and hence the global maximization is not guaranteed!\n'});
elseif choice==2

fprintf{'\nThe ¥gth principal minor of Hessian is not positive at all real x!\n',u);

fprintf('So the function is not convex globally and hence the global minimization is not guaranteed!\n'};

end
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else
if choice==
fprintf('\nAll the principal minors of Hessian are negative so the function is concave globally!\n'};
disp({'Hence a global maximization is possible!'};
elseif choice==
fprintf('\nAll the principal minors of Hessian are positive so the function is convex globally!\n'});
disp('Hence a global minimization is possible!'};
end
end
X=x8;
if mark>@e
S=eye(n);
else
S=k:
for i=1:n
S=(subs(S,["®" num2str(i)],X(1i}));
end
end
#S=input('Enter @ positive definite matrix ');
if n==
A=[1;B=[1:C=F;
end
while flag~=1
count=count+l;steplength=0;
grad=hsfprimtt{ i\ ns——— o Xgth Iterstiom-——————————- Ynkn\n', count)
if n==
A=[A X(1)];B=[B X(2)];
end
for i=1:n
grad=subs(grad, [ 'x" num2str{i}],X(1i});
end
disp('Present point:');disp(X);
disp({'Gradient="});
if choice==1
disp(-grad)
elseif choice==
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end

disp{grad)

if max(abs(grad))zeps

fprintf('\nThe error tolerance you provided has not been achieved yet\n'});
flag=input('To terminate enter 1, any other number to continue:'};

end
if flag==1
hes=k;
for i=1:n
hes=subs(hes, [ 'x" num2str(i)],X(1i});
end
Tpriotfl YAk e i T b SR Ankn')
if length(find(eig(hes)>@})==length(eig(hes})
disp('At the present point the function is convex so it may be a local minimum!’};
elseif length(find(eig(hes)«<@))==length(eig(hes))
disp('At the present point the function is concave so it may be a local maximum!'};
else
disp('The present point is not a local extremum!'};
end
disp('Presently the hessian matrix is:');
if choice==
disp(-hes)
elseif choice==
disp(hes)
end
fprintf('The optimum point at %g error is:\n',max(abs(grad}));
disp(X);
for i=1:n
f=subs(f,[ 'x" num2str{i}],X(i));
end
fprintf('\nAnd the function wvalue here is:\n'}
if choice==1
disp(-f)
elseif choice==
disp(f)
de| end
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fprintf('The total number of iterations performed=%ghn',count);
end
if max(abs(grad))<=eps
fprintf({"\n\nThe error tolerance you provided has been achieved.\n'};
hes=k;
for i=1:n
hes=subs(hes,['x" num2str{i)],X(1i});
end
G e Do o e T RSPl | 1 | et e ) 4
if length(find(eig(hes)>@))==length{eig(hes}))
disp('Alsc at the present point the function is convex so it may be a local minimum!'};
elseif length({find{eig(hes)<@))==length(eig(hes)}
disp('Alsc at the present point the function is concave so it may be a local maximum!'};
else
disp( 'However the present point is not a local extremum point!’'};
end
disp('Presently the hessian matrix is:"};
if choice==
disp(-hes)
elseif choice==2
disp(hes)
end
fprintf('The optimum point at ¥g error is:\n',max(abs({grad}));
disp(X);
for i=1:n
f=subs(f,["x" num2str(i)],X(i}};
end
fprintf('\nAnd the function walue here is:\n')
if choice==
disp(-f)
elseif choice==
disp(f)
end
fprintf('The total number of iterations performed=¥ghn',count);flag=1;
elseif max(abs(grad))>eps && flag~=1
fun=f;dir=-S*grad;
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for i=1:n
fun=subs{fun,[ '®x' num2str(i)],X(i)+b*dir(i});
end
diff({fun,b);
d=solve(diff(fun,b));
if isempty(d)==
steplength=1;
else
t=double(d};
dd=diff (diff(fun,b});
for i=1:length(t)
if isreal(t(i))==1
if subs(dd,'b',t(i})>@
steplength=t(i};break
end
end
end
if steplength==8
for i=1:length(t)
if isreal(t(i})==1
if t(i):>e
steplength=t({i);break
end
end
end
end
if steplength==8
steplength=1;
end
end
funct=tf;
for i=1:n
funct=subs({funct,['x" num2str(i)],X(i});
end
disp('Functional value at present='};
if choice==1

45



disp(-funct)
elseif choice==2
disp(funct)
end
disp('Step size taken=");disp(steplength);;;
X=X+steplength*dir;p=steplength*dir;
grad_new=h";
for i=1:n
grad_new=subs(grad_new, [ "x' num2str(i)],X(i)});
end
gq=grad_new-grad;
5=5-(5%*q*q'*5)/ (g *5*q)+(p*p" )}/ (p'*a);
if count>18@
disp('You already have performed 18@ iterations and it seems that no extremum of the function exists!');
flag=input ("It is recommended that you terminate the procedure, to do so enter 1, any other number to continue:");

end

end
try
if n==28&length(A)>=2
[a,b]=meshgrid(A,B);C=subs(C,{x1,x2},{a,b});
view([-58@,38]);axis tight; hold on
surfc(a,b,C, "facecolor', 'green’, 'edgecolor’, 'b’, 'facelighting’, "gouraud’}
view([-50,38]);axis tight;shading interp;
plot(A,B, " -mo",...
"Linewidth®,2,...
‘MarkerEdgeColor ', 'k",...
‘MarkerFaceColor’,[.49 1 .63],...
'MarkerSize',12});
end
catch
disp('Unable to generate plot of function!');
end
end
disp('Functional value at present="});
if choice==1

Estéa totalmente disponivel no matlab chamando o comando trainbfg(.).
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Método de Newton
O método de Newton foi implementado no Matlab (a2016) da seguinte maneira:

clc
clear

format long

% Function Definition (Enter your Function here}:
syms X ¥Y;
f=X-Y+ 2¥X"2 + 2%X*Y + ¥"2;

% Initial Guess (Choose Initial Guesses):
x(1} = 1;

y(1) = -5;

e = 18~(-8); ¥ Convergence Criteria

i =1; ¥ Iteration Counter

% Gradient and Hessian Computation:

df_dx = diff(f, X};

df dy = diff(f, ¥);

J = [subs{df_dx,[X,¥], [x(1},¥(1}]) subs{df dy, [X,¥], [x(1},¥{1}])]; ¥ Gradient
ddf ddx = diff(df_dx,X);

ddf_ddy = diff(df dy,¥);

ddf_dxdy = diff{df_dx,Y);

ddf_ddx 1 = subs(ddf ddx, [X,¥], [®(1),¥(1}]);

ddf_ddy_ 1 = subs(ddf_ddy, [X,¥], [x(1}.¥(1}]1);

ddf_dxdy 1 = subs(ddf dxdy, [X,¥], [x(1),y(1)}]);

H = [ddf_ddx_ 1, ddf_dxdy 1; ddf dxdy 1, ddf ddy 1]; % Hessian
S = inv(H); % Search Direction
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% Optimization Condition:
while norm{l) > e
I = [x(1),y(1)]°;

x(i+l) = I{1)-5(1,:)*31";
y(i+1l) = I(2)-5(2,:)*2";
i=itl;

J = [subs(df_dx,[X,Y], [x(i},¥(i}]) subs(df dy, [X,¥], [x(i},¥(i}])]; % Updated Jacobian
ddf_ddx_1 = subs(ddf ddx, [X,¥], [x(i),y(i)]);

ddf_ddy 1 = subs(ddf_ddy, [X,¥], [x(i),¥(i)]};

ddf_dxdy 1 = subs(ddf_dxdy, [X,¥], [x(i),y(i}]);

H = [ddf_ddx_1, ddf dxdy 1; ddf_dxdy 1, ddf_ddy_1]; % Updated Hessian

S = inv(H}; % New Search Direction

end

% Result Table:
Tteri = 1zi;
X_coordinate = x';

¥ _coordinate = y';

Iterations = Iter’:

T = table(Iterations,X_coordinate,Y_coordinate};

% Plots:

feontour(f, "Fill", "On'});
hold onj;

plot(x,y, " *-r'};

grid on;

% Output:
fprintf('Initial Objective Function Value: Bd\n\n',subs(f,[X,¥], [x(1).y¥(1}]));
if (norm{3) < e)
fprintf({'Minimum succesfully obtained...\n\n'};
end
fprintf( 'Number of Iterations for Convergence: ¥d\n\n'; 1i);
fprintf('Point of Minima: [%d,¥d]\n\n’', %x(1), y(i}};
fprintf('0Objective Function Minimum Value after Optimization: ¥f\n\n', subs(f,[X,¥], [x(i).y(i}])});
disp(T)

E de dominio publico para quem tem matlab sobre o comando newton(.).
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