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me conduziram até este momento foram árduos e sem seu aux́ılio nada disso seria posśıvel.
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Nahuel Arenillas, Noah Hitotuzi, Ozéias Picanço, Roberta Bernadino, Salomão Costa e
Thainnar Sales.

Agradeço a CAPES pelo auxilio financeiro por meio do programa de demanda so-
cial. Também agradeço a FAPEAM e ao CNPQ pelo apoio financeiro ao PPGFIS/UFAM,
que beneficia todos os alunos do programa. Agradeço a UFAM pela infraestrutura e em
particular ao GEOTEC/UFAM, por ter me alocado em suas instalações.



Resumo

Sistemas cristalinos bidimensionais são estudados na presente tese. Inicialmente, utiliza-
se a abordagem do Hamiltoniano modelo para estudar um sistema composto por grafeno
depositado sobre um substrato de rede hexagonal, levando em consideração a interação
de Hubbard. Neste estudo, busca-se compreender, do ponto de vista da modelagem pro-
posta, os mecanismos que podem induzir a uma abertura de gap na relação de dispersão
do sistema. Os resultados mostraram que a abertura de gap pode ser induzida pela não
homogeneidade da interação de Hubbard nas sub-redes do substrato ou pela forte hibri-
dização entre as monocamadas. As estruturas de bandas obtidas através do modelo e as
obtidas através da abordagem ab initio, via Teoria do Funcional de Densidade, mostram-
se estar, qualitativamente, em bom acordo, apesar de as duas abordagens terem filosofias
distintas. Na sequência, utiliza-se a abordagem ab initio, via Teoria do Funcional de
Densidade, levando em conta a interação de Hubbard, método conhecido como DFT+U,
para estudar as propriedades eletrônicas e termoelétricas das monocamadas de SnSe com
estrutura pura (M-SnSe), modificada por vacância (M-SnSe1−x, M-Sn1−xSe) e dopada por
substituição por átomos de Ag (M-SnSe1−xAgx, M-Sn1−xSeAgx), onde x corresponde as
proporções de 25% e 12,5%, afim de investigar os efeitos das vacâncias e dopagem por Ag
no desempenho termoelétrico do material. Os resultados mostram que as vacâncias de
Sn[Se] e a dopagem substitucional por Ag, nas proporções estudadas, reduzem o desempe-
nho termoelétrico quando comparado a estrutura pura. As vacâncias de Sn se mostraram
mais prejudiciais ao desempenho termoelétrico do que as vacâncias de Se. Utilizando o
mesmo método, estuda-se a estabilidade elástica e dinâmica, bem como das propriedades
eletrônicas, termoelétricas e óticas das monocamadas ZnX(X=O, S, Se, Te). Os resultados
mostram que as estruturas são dinamicamente estáveis, possuem gap direto no ponto de
simetria Γ, têm baixa condutividade térmica da rede, seu desempenho termoelétrico é de
aproximadamente 1, o ZnO e ZnS são transparentes à luz viśıvel, o ZnSe tem cor laranja
e o ZnTe cor azul. Existe um deslocamento, regido por regras de seleção, da energia do
limiar de absorção para o ultravioleta, que aparece quando a polarização é perpendicu-
lar ao plano das monocamadas, onde os espectros de absorção estão deslocados para o
ultravioleta de: 1,96 eV (ZnO), 1,46 eV (ZnS), 1,51 eV (ZnSe) e 1,88 eV (ZnTe).

Palavras-chave: Teoria do Funcional da Densidade. Interação de Hubbard. Grafeno.
Monocamada de SnSe. Monocamada de ZnX(X=O, S, Se, Te). Propriedades Termoe-
létricas.



Abstract

The present thesis addresses two types of theoretical studies for two-dimensional crystal-
line systems. Initially, the Hamiltonian model approach has been used to study a system
composed of graphene deposited on a hexagonal lattice substrate taking into account
the Hubbard interaction. The prinicipal objective is to understand the mechanisms that
could induce a gap in the dispersion relation of the system. A comparison between the
results of the above model and the ab initio approach, via Density Functional Theory -
DFT, shows a good agreement, inspite od having different philosophies. The gap in this
system could be induced by the inhomogeneity of Hubbard’s interaction in the substrate
sublattices or by the strong hybridization between the monolayers. The second part of our
work involves the use ab initio approach via DFT with Hubbard’s interaction, a method
known as DFT+U to study the electronic and thermoelectric properties of SnSe mono-
layer and its derivatives. Pristine structure (M-SnSe) along with that modified by vacancy
(M-SnSe1−x, M-Sn1−xSe) and also doped by substitution of Ag atoms (M-SnSe1−xAgx, M-
Sn1−xSeAgx) were considered. In this work, x corresponds to the proportions of 25% and
12.5 %. The effects of vacancies and Ag doping on the thermoelectric performance of the
materials are considered. The results show that the Sn[Se] vacancies and the substitutio-
nal doping by Ag, reduce the thermoelectric performance when compared to that of the
pure structure. Sn vacancies were more detrimental to thermoelectric performance than
Se vacancies. Using the same method, the elastic and dynamic stability, as well as the
electronic, thermoelectric and optical properties of the ZnX monolayers (X = O, S, Se,
Te) are also studied. The results show that the structures are dynamically stable, have a
direct gap at the Γ point symmetry. They have low lattice thermal conductivity and their
thermoelectric performance is approximately 1. ZnO and ZnS are transparent to visible
light where ZnSe and ZnTe have orange and blue colors, respectively. The observed shift
in the energy from the absorption threshold to the ultraviolet region governed by selec-
tion rules appears when the polarization is perpendicular to the plane of the monolayers.
The absorption spectra are displaced to the ultraviolet region by 1.96 eV (ZnO), 1.46 eV
(ZnS), 1.51 eV (ZnSe) and 1.88 eV (ZnTe).

Keywords: Density Functional Theory. Hubbard Interaction. Graphene. SnSe Mono-
layer. ZnX(X=O, S, Se, Te) Monolayers. Thermoelectric Properties.
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por carbono. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
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ração de Hubbard, com Ua = 2.0 eV e diferentes valores de Ub. . . . . . . . 65

4.6 Resultados para o caso em que a rede não é homogênea na interação de
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com Ua = 6 eV e Ub = 0 eV. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

4.14 Resultados para a bicamada composta por grafeno depositado sobre um
substrato que possui uma rede não homogênea na interação de Hubbard,
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dos projetada (PDOS) por átomo para as monocamadas de SnSe0,75, na
abordagem DFT+U. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

5.14 Estrutura de bandas, densidade de estados (DOS) e densidade de esta-
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6.5 Espectros dos fônons para as monocamadas de ZnX (X = O, S, Se, Te),
com U 6= 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

6.6 Estrutura de bandas e densidade de estados projetadas (PDOS) para as
monocamadas de ZnX (X = O, S, Se, Te). A numeração em vermelho das
bandas 1, 2 e 3 foi introduzida par ser utilizada na discussão das proprie-
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associados |Ψ0,vi〉 e densidades eletrônicas de estado fundamental n0,vi(r),
respectivamente. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166

A.2 Correspondência entre potenciais externos vi(r), estados fundamentais as-
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5.4 Parâmetros otimizados para as monocamadas de SnSe modificada por va-
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são os parâmetros de rede, d a distância interplanar média, c a região de
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6.2.5 Propriedades eletrônicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

6.2.6 Propriedades termoelétricas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138
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Caṕıtulo 1

Introdução

1.1 Introdução

Nos últimos 16 anos, desde a sintetização do grafeno a partir do grafite por

Novoselov et al. [1] em 2004, materiais que apresentam estrutura cristalina de múltiplas

camadas têm recebido especial atenção da comunidade cient́ıfica. A expectativa é que

num futuro próximo camadas únicas destes materiais possam ser sintetizadas, o que vem

motivando estudos sobre as propriedades f́ısicas e qúımicas das suas chamadas versões

bidimensionais. Siliceno, germaneno, fosforeno e estaneno são alguns dos exemplos que

têm recebido atenção.

A baixa dimensionalidade dos chamados materiais 2D, faz com que eles apresen-

tem propriedades únicas, as quais não se manifestam, em geral, na correspondente versão

tridimensional [2]. Enquanto a sintetização de muitos destes materiais não se concretiza,

é posśıvel realizar estudos teóricos através de modelagens e simulações computacionais

por intermédio de abordagens ab initio, dentre as quais destaca-se a Teoria do Funcio-

nal da Densidade - DFT (Density Functional Theory) [3, 4]. As investigações sobre as

propriedades destes materiais, bem como de suas eventuais modificações, podem ser mo-

tivadas por vários fatores, como a viabilidade de posśıveis aplicações em optoeletrônica,

nanoeletrônica e termoeletricidade, por exemplo.

Uma crescente demanda, motivada pela urgente necessidade de se desenvolver

mecanismos renováveis e eficientes de transformação de energia, é a investigação sobre as

propriedades termoelétricas dos materiais. Tais propriedades estão associadas a conversão

reverśıvel de calor em eletricidade por intermédio dos efeitos Seebeck e Peltier [5]. Uma

vez que os materiais 2D apresentam propriedades únicas, é natural investigar se sua baixa

dimensionalidade pode impactar de forma significativa no seu desempenho termoelétrico.
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A presente tese é composta por três projetos. No primeiro, iremos investigar atra-

vés de um Hamiltoniano modelo, as propriedades eletrônicas de uma bicamada composta

por grafeno depositado sobre um substrato de estrutura hexagonal, levando em conta a

interação de Hubbard [6–11] nas suas sub-redes. No segundo, investigaremos por inter-

médio da Teoria do Funcional da Densidade, com a inclusão da correção da interação de

Hubbard, DFT+U, as propriedades eletrônicas e termoelétricas da monocamada de SnSe

pura, modificada por vacância e dopada substitucionalmente por átomos de Ag. No ter-

ceiro, investigaremos a estabilidade elástica e dinâmica das monocamadas ZnX(X=O, S,

Se, Te) e suas propriedades eletrônicas, termoelétricas e óticas, também usando DFT+U.

1.2 Objetivos

I) Investigar, através da abordagem do Hamiltoniano modelo, as propriedades ele-

trônicas de uma bicamada composta por grafeno depositado sobre um substrato de

estrutura hexagonal, levando em conta as interações de Hubbard nas suas sub-redes,

afim de entender quais os mecanismos que podem induzir a uma abertura de gap

na relação de dispersão do sistema.

II) Investigar por intermédio da Teoria do Funcional da Densidade, com a inclusão

da interação de Hubbard, DFT+U, as propriedades eletrônicas e termoelétricas da

monocamada de SnSe pura, modificada por vacância e dopada substitucionalmente

por átomos de Ag, nas proporções de 25% e 12,5%, afim de entender como estas

modificações afetam o máximo desempenho termoelétrico da estrutura.

III) Investigar a estabilidade elástica e dinâmica das monocamadas ZnX(X=O, S, Se,

Te) e suas propriedades eletrônicas, termoelétricas e óticas, usando DFT+U.

1.3 Justificativa

Uma das caracteŕısticas mais notáveis do grafeno é a presença do cone de Dirac

em sua relação de dispersão. Esta caracteŕıstica lhe atribui o rótulo de um semicondutor

intŕınseco de gap nulo. A não existência de gap torna-se um obstáculo à sua aplicação em

optoeletrônica, por exemplo. Produzir um gap em sua relação de dispersão abriria novas

possibilidades de aplicações tecnológicas. Algumas estratégias como torções e modificações

qúımicas vêm sendo usadas. Outra estratégia dispońıvel neste sentido é depositar o grafeno
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sobre um substrato (uma material que serve como base, suporte). O objetivo é investigar

se a maneira como as duas estruturas interagem pode induzir a abertura de gap do sistema.

Dito isto, é justificável estudos teóricos neste sentido, seja por abordagem do Hamiltoniano

modelo e/ou ab initio, pois compreender os mecanismos que podem induzir a abertura de

gap deste material é de grande interesse cient́ıfico e tecnológico.

Em outra vertente, é notório a crescente demanda por energia na forma elétrica,

uma vez que este é um dos pilares de sustentação da sociedade moderna, a qual está

cada vez mais habituada com dispositivos e equipamentos que têm seu funcionamento

dependente desta forma de energia. Se existe algo que poderia causar um colapso na

sociedade dos dias atuais seria a interrupção total dos meios de fornecimento de energia

elétrica. Uma pequena amostra desse cenário pôde ser observada recentemente no Estado

do Amapá, em novembro de 2020, que sofreu com 22 dias de apagão e racionamento,

onde a interrupção do fornecimento de energia elétrica, afetou, segundo dados vinculados

na imprensa [12], 90% da população. Compra e armazenamento de alimentos, telefonia

móvel, internet e abastecimento de água foram alguns dos serviços prejudicados. O que

torna esta questão preocupante é o fato de a maior parte das matrizes energéticas dis-

pońıveis serem altamente prejudiciais ao meio ambiente, o que, por si só, desencadeia

uma série de outros problemas no curto e longo prazo. Existe uma urgente necessidade

de se desenvolver mecanismos renováveis e eficientes de transformação de energia. Nesta

linha, vem se destacando nos últimos anos a estratégia de se “reaproveitar” o calor que

é dissipado nos mais variados processos. O calor é a principal forma na qual a energia

é dissipada para o meio ambiente. As investigações sobre as propriedades termoelétricas

dos materiais tem grande relevância para a sociedade, uma vez que estes estudos visam

encontrar materiais que possam ser potencialmente aplicáveis na construção de módulos

termoelétricos, responsáveis por “reaproveitar” parte do calor que é dissipado, o trans-

formando em energia elétrica, por meio do efeito Seebeck. Por outro lado, a viabilidade

desta tecnologia depende da eficiência termoelétrica apresentada por estes materiais, o

que justifica estudos relacionados a este tema.

1.4 Metodologia

Para estudar as propriedades eletrônicas do grafeno sobre o substrato, usou-se

o formalismo de segunda quantização, aproximação do campo médio, funções de Green
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conjugada com o método das equações de movimento e cálculo numérico autoconsistente

em FORTRAN. Para estudar as propriedades eletrônicas e termoelétricas da monocamada

de SnSe pura, modificada por vacância e dopada substitucionalmente por átomos de Ag,

bem como a estabilidade elástica e dinâmica das monocamadas ZnX(X=O, S, Se, Te) e

suas propriedades eletrônicas, termoelétricas e óticas, usou-se a Teoria do Funcional da

Densidade [3,4], conforme implementada no pacote do software Quantum Espresso [13,14],

juntamente com programas auxiliares elaborados em FORTRAN e Shell Script.

1.5 Organização da Tese

Na sequência do presente Caṕıtulo, serão vistos, no Caṕıtulo 2, alguns conceitos

básicos sobre a eficiência termoelétrica dos materiais, bem como um breve retrospecto

histórico da termoeletricidade, assim como o levantamento de alguns estudos que apon-

tam o SnSe como material termoelétrico promissor. No Caṕıtulo 3, serão apresentados

os fundamentos teóricos e computacionais, tendo como objetivo dar uma noção geral da

dificuldade em se abordar sistemas interagentes de N -part́ıculas, ter uma compreensão do

núcleo da Teoria do Funcional da Densidade e da maneira como esta é usada computacio-

nalmente. Neste caṕıtulo, também apresentaremos como foram calculadas as propriedades

mecânicas, termoelétricas e óticas. De modo breve, apresentaremos como foram usadas as

funções de Green conjugadas com o método da equação de movimento e apresentaremos

um teorema sobre as funções retardadas de Green, cuja prova foi desenvolvida na presente

tese. No Caṕıtulo 4, será apresentado o estudo do grafeno sobre substrato, no qual serão

compreendidos, do ponto e vista do modelo, os mecanismos que podem induzir a uma

abertura de gap no sistema. No caṕıtulo 5, será apresentado o estudo das propriedades

eletrônicas e termoelétricas da monocamada de SnSe pura, modificada por vacância e do-

pada substitucionalmente por átomos de Ag, onde será visto os efeitos destas modificações

qúımicas sobre a eficiência termoelétrica. No caṕıtulo 6, será apresentado o estudo sobre

a estabilidade elástica e dinâmica, bem como das propriedades eletrônicas, termoelétricas

e óticas das monocamadas ZnX(X=O, S, Se, Te). Por fim, apresenta-se a Conclusão.



Caṕıtulo 2

Conceitos Básicos e Contextualização

2.1 Introdução

Toda espécie tem em sua essência o intŕınseco instinto de sobrevivência. Para sa-

tisfazer esta necessidade fundamental, a espécie humana, em particular, teve que aprender

(inicialmente por observação) como a natureza se comporta. Compreender alguns dos me-

canismos pelos quais a natureza realiza seus processos também permitiu, posteriormente,

melhorar a qualidade de vida do que hoje conhecemos modernamente por sociedade.

O conhecimento adquirido ao longo tempo permitiu o desenvolvimento das cha-

madas tecnologias, que vão desde a construção da roda até a manipulação de átomos.

Infelizmente, além dos benef́ıcios, este desenvolvimento também trouxe problemas, como

a poluição e degradação dos ecossistemas, desmatamentos, aumento da temperatura média

global e crises energéticas. As preocupações em torno destes temas e suas consequências

a longo prazo são frequentes e se intensificaram nos últimos 50 anos.

Uma das principais preocupações é encontrar uma maneira eficiente de transfor-

mar energia para a sua forma mais versátil (elétrica) de forma a não prejudicar ou reduzir

de modo significativo os impactos sobre o meio ambiente. As chamadas energias reno-

váveis cumprem bem este papel, como as eólica e solar, mas outras alternativas também

vêm sendo estudadas.

Uma das rotas que vem ganhando destaque nos últimos anos se baseia no rea-

proveitamento do calor dissipado nos mais variados processos, os quais são, em sua maior

parte, de origem industrial. Em processos que envolvem transformação de energia, o calor

é a principal forma na qual esta é dissipada para o meio ambiente.

A transformação de parte do calor dissipado (nos processos) em energia elétrica,

pode ser feita por meio do efeito Seebeck [15], com a utilização de materiais conhecidos

como termoelétricos. O custo associado a essa transformação depende diretamente da

eficiência apresentada por tais materiais. Existe a necessidade de se buscar novos mate-

riais, de preferência não tóxicos e abundantes no nosso planeta, que apresentem eficiência

energética suficiente para tornar essa tecnologia economicamente viável.
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As investigações sobre materiais termoelétricos são predominantemente voltadas a

materiais inorgânicos, como por exemplo, a base de teluretos (PbTe,Bi2Te3, etc.), calcogê-

nios terras-raras (La3− xTe4), ligas Si-Ge, ligas half-Heusler (HH), dentre outros. Novas

classes de materiais como nanomateriais baseados em carbono, poĺımeros condutores e

nanocompostos de poĺımero vêm sendo propostos [16]. Investigações sobre proprieda-

des termoelétricas de materiais orgânicos também vêm sendo desenvolvidas nos últimos

anos [17,18].

Podemos observar na figura 2.1 (a), extráıda de Sharma et al. [19], a evolução do

número de publicações relacionadas a materiais termoelétricos e suas propriedades, entre

1989 e 2019. Nela, podemos observar que neste peŕıodo houve um aumento de mais de

1200% no número de publicações. Esse aumento significativo mostra que a comunidade

cient́ıfica está alinhada às demandas da sociedade. Na figura 2.1 (b), extráıda do mesmo

autor, observamos a evolução do desempenho termoelétrico dos materiais nos últimos 80

anos, quantificado pela figura de mérito, ZT . Percebemos que a partir de 1995 houve um

aumento significativo no número de materiais e na eficiência termoelétrica reportados na

literatura.

(a) (b)

Figura 2.1 - Evolução do número de publicações e do desempenho termoelétricos dos materiais ao longo
dos anos. Fonte: Sharma et al. [19].

Na sequência, apresenta-se um breve retrospecto histórico da termoeletricidade,

os aspectos básicos sobre a eficiência termoelétrica dos materiais, bem como é discutido a

correlação entre as propriedades nas quais temos interesse. Um levantamento dos estudos

que apontaram o SnSe como material termoelétrico promissor e estudos de sua versão

bidimensional também serão encontrados.
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2.2 Aspectos históricos da Termoeletricidade

2.2.1 Efeitos Seebeck, Peltier e Thomson

O primeiro efeito termoelétrico foi descoberto pelo f́ısico estoniano Thomas Johann

Seebeck†. Ele reportou, pela primeira vez, em uma sessão da Academia de Ciências de

Berlim, em 14 de dezembro de 1820, sua observação de que uma agulha magnética de

bússola sofre deflexão quando as junções de dois metais ou semicondutores diferentes dis-

postos em um circuito fechado estão a diferentes temperaturas, conforme ilustrado na

figura 2.2. Seebeck denominou precocemente o efeito observado como efeito termomagné-

tico. O professor Hans Christian Oersted, da Universidade de Copenhague, que em 21 de

abril de 1820 observou pela primeira vez os efeitos magnéticos de uma corrente elétrica,

propôs uma explicação clara para o fenômeno observado por Seebeck e foi responsável por

cunhar o termo termoeletricidade [21].

Figura 2.2 - Ilustração, efeito Seebeck. Um pedaço de cobre K dobrado é colocado sobre um bloco de
bismuto A-B, portando uma agulha magnética pivotante N-S. Assim que a igualdade de temperatura é
alterada pelo aquecimento ou resfriamento de uma das junções dos dois metais, a agulha deflete, indicando
a existência de uma corrente elétrica. Fonte: Hawkins et al. [22].

Em essência, o que Seebeck acabara de reportar era que a diferença de tempe-

ratura entre as junções de dois diferentes condutores elétricos dava origem a uma força

†Seebeck nasceu em uma famı́lia rica em Tallinn, a capital da Estônia e se mudou para a Alemanha
aos 17 anos. Ele estudou medicina em Berlim e em 1802 formou-se na Universidade de Göttingen.
Mais interessado em ciências do que a prática médica, ele era rico o suficiente para poder dedicar seu
tempo à pesquisa cient́ıfica. Nos primeiros anos do século 19 mudou-se para Jena, onde conheceu um
importante ćırculo intelectual de cientistas e filósofos. Suas pesquisas subsequentes fizeram dele um dos
f́ısicos experimentais mais ilustres de sua época [20].
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eletromotriz, a qual originava uma corrente elétrica, que por sua vez, originava um campo

magnético, o qual interagia com a agulha da bússola, de forma a defleti-la. Certamente

foi esta a explicação clara fornecida por Oersted para o fenômeno observado por Seebeck,

uma vez que alguns meses antes havia observado que uma corrente elétrica originava um

campo magnético.

Em 1834, o f́ısico francês Jean Charles Athanase Peltier† observou o segundo

efeito termoelétrico. Ele descobriu que quando uma corrente é passada através de um

circuito de dois condutores diferentes, um efeito térmico será encontrados nas junções.

Há um aumento ou queda na temperatura na junção dependendo da direção do fluxo

da corrente. O denominado efeito Peltier é bastante dif́ıcil de ser demonstrado usando

termopares metálicos, pois sempre é acompanhado pelo efeito de aquecimento Joule [5,20].

O responsável por reconhecer que os efeitos Seebeck e Peltier são de mesma

natureza, e que existe uma relação de dependência entre eles, foi o f́ısico britânico William

Thomson‡ (Lord Kelvin) em 1855. Thomson, usando a teoria termodinâmica, foi capaz

de estabelecer uma relação entre os denominados coeficientes de Seebeck e Peltier. Seus

cálculos também mostraram que deveria existir um terceiro efeito termoelétrico, mas que

diferente dos dois anteriores deveria ocorrer em um condutor homogêneo. Este efeito,

agora conhecido como efeito Thomson, relaciona-se à taxa de geração de calor reverśıvel

resultante da passagem de uma corrente elétrica ao longo de uma porção de um único

condutor, suposto ser homogêneo, ao longo do qual existe uma diferença de temperatura

[5, 23].

2.2.2 Linha do tempo

A termoeletricidade é uma ciência f́ısica que tem cerca de dois séculos de existên-

cia. A compreensão mais profunda dos efeitos Seebeck, Peltier e Thomson se deu graças

ao advento da mecânica quântica. Um compilado dos fatos mais relevantes na sua linha

do tempo de acordo com Gayner et al. [16], tendo como suporte Goldsmid [5], Velmre [21],

Rowe [23] e Bulusu et al. [24], são listados a seguir.

†Nascido no departamento de Somme, na França, Peltier foi um relojoeiro que abandonou sua profissão
aos 30 anos para dedicar-se à f́ısica experimental [20].

‡Nascido em Belfast, Irlanda do Norte, William Thomson foi uma criança extremamente precoce inte-
lectualmente. Foi matriculada na Universidade de Glasgow com surpreendentes 10 anos de idade. Ele foi
para Cambridge, retornando posteriormente para Glasgow, onde se tornou professor de filosofia natural.
Ele ocuparia esta cadeira por 53 anos. Foi em Glasgow que ele organizou e dirigiu um dos primeiros labo-
ratórios de f́ısica experimental adequadamente equipados da Grã-Bretanha. Em 1892, em reconhecimento
as suas contribuições para a ciência, recebeu o t́ıtulo Lord Kelvin. Teve relevantes contribuições nas áreas
de eletromagnetismo e termodinâmica, o que o tornou um dos f́ısicos mais importantes da história [20].
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• Peŕıodo 1820–1909 : No ano de 1820, o efeito denominado Seebeck foi pela

primeira vez observado por Thomas Johann Seebeck (1770-1831), f́ısico esto-

niano, através de um aparato a base de bismuto e antimônio. Posteriormente,

em 1834, o denominado efeito Peltier foi descoberto pelo f́ısico francês Jean

Charles Athanase Peltier (1785-1845). Em 1851, o f́ısico alemão Heinrich Gus-

tav Magnus (1802-1870) afirmou que a diferença de potencial produzida entre

duas junções de um termopar é diretamente proporcional a diferença de tem-

peratura aplicada. Em 1856, o efeito Thomson foi provado experimentalmente

pelo britânico William Thomson (Lord Kelvin) (1824-1907).

• Peŕıodo 1910–1949 : O f́ısico alemão Edmund Altenkirch (1880-1953) intro-

duziu pela primeira vez o termo “figura de mérito termoelétrica”. Ele mostrou

que a performance de um termopar pode ser melhorada pelo aumento da mag-

nitude do coeficiente de Seebeck, pelo aumento das condutividade elétrica e

pela redução da sua condutividade térmica. O f́ısico súıço Felix Bloch (1905-

1983) mostrou que a vibração térmica da rede e a adição de impurezas afetam

a condutividade elétrica de metais. O f́ısico inglês Harold Albert Wilson

(1874-1964), sugeriu que, para semicondutores e isolantes, a condutividade

deve ser dependente da temperatura, de forma que a baixas temperaturas a

condutividade diminui devido a baixa concentração de portadores.

• Peŕıodo 1950–1959 : O f́ısico russo Abram Fedorovich Ioffe (1880-1960) afirma

que a condutividade térmica de um semicondutor é uma função do peso atô-

mico. Ele mostrou que, dentro de um dado conjunto de elementos ou com-

postos, a condutividade térmica da rede diminui com o aumento do peso

atômico médio. Geralmente, elementos de maior peso atômico têm baixa con-

dutividade térmica (apesar de baixas condutividades térmicas também serem

reportadas em materiais de baixa densidade). Em 1953, a f́ısica americana

Vivian Annabelle Johnson (1912-1985) e o f́ısico austŕıaco Karl Lark-Horovitz

(1892-1958) utilizaram o modelo de Sommerfeld para as correntes térmica e

elétrica no cálculo dos coeficientes termoelétricos em função da temperatura

e concentração de impureza. No mesmo ano, o f́ısico holandês Hans Pieter

Roetert Frederikse (1920-2008) observou uma larga anomalia na potência ter-

moelétrica predita por Johnson e Lark-Horovitz comparadas as medidas para

o elemento germânio no regime de baixas temperaturas. Frederikse atribuiu

estas anomalias a suposição de equiĺıbrio térmico da rede cristalina comu-

mente feita ao calcular os coeficientes termoelétricos. Os desvios do equiĺıbrio

da rede a baixas temperaturas resultam em uma corrente de fônons que inte-

ragem com a corrente eletrônica.
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Frederikse modificou o modelo denominado Lark-Horovitz para incluir um

termo inversamente proporcional a temperatura que explica o desvio do equi-

ĺıbrio da rede a baixas temperaturas. O f́ısico inglês H. Julian Goldsmid estu-

dou a variação da condutividade elétrica em função da estrutura cristalina; foi

encontrado que a estrutura cristalina afeta a condutividade elétrica através

da mobilidade eletrônica, o que em conjunto com a condutividade térmica,

afeta as propriedades termoelétricas, sendo ambas dependentes do peso atô-

mico. Ioffe levantou a hipótese de que ligando semicondutores com materiais

isomorfos poderia reduzir a condutividade térmica sem afetar a condutividade

elétrica. Deste modo, ligas semicondutoras modificadas foram utilizadas em

aplicações termoelétricas. Neste contexto, Ioffe propôs ZT (Figura de mérito

termoelétrica) como um medida para quantificar o desempenho termoelétrico

de materiais.

• Peŕıodo 1960–1969 : Chasmar e Stratton introduziram um parâmetro relacio-

nado ao material (fit parameter) como uma função da mobilidade dos porta-

dores, massa efetiva, dopagem, temperatura e condutividade térmica. Usando

o modelo de Ioffe, o efeito do gap sobre ZT pôde ser demostrado. Um gap

largo conduz a uma alta condutividade térmica e baixa mobilidade de porta-

dores. Littman e Davidson propuseram a falta de um limite superior para ZT

com base na termodinâmica de processos irreverśıveis.

• Peŕıodo 1970–2015 : Em 1993, a f́ısica americana Mildred Dresselhaus (1930-

2017) e seu compatriota Lyndon Douglas Hicks (1952-1997) afirmaram que en-

fileirando camadas de materiais termoelétricos altamente anisotrópicos (como

uma super-rede) deve aumentar ZT, uma vez que a presença de diferentes

orientações/interfaces reduzem a condutividade térmica devido ao espalha-

mento de fônons. Este argumento foi posteriormente modificado pelo f́ısico

argentino Jorge Sofo e pelo f́ısico americano Gerald Mahan, de modo que a

barreira alternada de camadas de super-redes tem uma condutividade térmica

finita e probabilidade de tunelamento nos poços quânticos. Eles também su-

geriram que a mistura quântica no poço altera a densidade de estados (DOS)

de 2D para 3D e previram um aumento em ZT, mas abaixo do previsto por

Dresselhaus e Hicks. A f́ısica indiana Anuradha Bulusu e o f́ısico americano

D. Greg Walker proporam um método baseado em funções de Green fora do

equiĺıbrio para determinar a performance termoelétrica de nanofilmes de si-

ĺıcio, nanofios e super-redes de Si/Ge/Si. A relação de dispersão para cada

sub-banda é usada para modelar os efeitos quânticos. Os efeitos de confina-

mento e espalhamento sobre a condutividade elétrica e coeficiente de Seebeck

nas super-redes foram estudadas.
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2.3 Aspectos básicos sobre a eficiência termoelétrica de ma-

teriais

2.3.1 Figura de mérito

A eficiência energética dos materiais termoelétricos é determinada por um fa-

tor adimensional conhecido como figura de mérito, representada modernamente por ZT ,

definida como,

ZT =

(
S2σ

κ

)
T, (2.1)

onde S é o coeficiente Seebeck, σ é a condutividade elétrica, κ é a condutividade térmica

total, dada pela soma da condutividade térmica eletrônica, κel, com a condutividade tér-

mica da rede, κrede, e T é a temperatura operacional média do material na escala absoluta.

O termo S2σ é conhecido como fator de potência (PF ). Quanto maior for o valor da fi-

gura de mérito, mais eficiente é o material para transformar energia térmica em elétrica

(via efeito Seebeck) e vice-versa (via efeito Peltier). Um material termoelétrico ideal deve

exibir alta condutividade elétrica, alto coeficiente de Seebeck, e baixa condutividade tér-

mica. Um alto coeficiente de Seebeck garante uma grande termovoltagem (diferença de

potencial elétrico), a alta condutividade elétrica é necessária para minimizar o efeito de

aquecimento Joule, e a baixa condutividade térmica é preciso para criar um gradiente de

temperatura largo. Materiais termoelétricos aplicáveis devem apresentar ZT ≥ 1 [16].

2.3.2 Metais, semicondutores ou isolantes?

Uma vez conhecidas as caracteŕısticas que um material deve apresentar para

possuir um bom desempenho termoelétrico, devemos nos questionar que tipo de material

devemos usar. Para responder esta pergunta, devemos considerar que, em geral, com base

no gap de energia, os materiais são classificados como metais, semicondutores ou isolantes.

Materiais metálicos têm, por natureza, ótima condutividade elétrica (∼ 106Ω−1cm−1),

mas, também, alta condutividade térmica e baixo coeficiente de Seebeck (∼ 5µV K−1). Já

os materiais isolantes têm um largo coeficiente de Seebeck (∼ 1000µV K−1), mas, por outro

lado, condutividade elétrica despreźıvel (∼ 10−12Ω−1cm−1) [25]. Eventuais dispositivos

baseados em metais ou isolantes são ineficientes do ponto de vista termoelétrico e o foco

de investigações é voltado, portanto, para materiais semicondutores.

2.3.3 Algumas considerações sobre a relação entre S, σ e κ

Quando analisamos de maneira superficial a figura de mérito, parece que não é

uma tarefa muito complicada maximizá-la, basta aumentarmos a condutividade elétrica
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e o coeficiente de Seebeck e ao mesmo tempo diminuirmos a condutividade térmica. A

questão é que na prática estas propriedades são correlacionadas, ou seja, se por meio de

algum processo modificarmos uma delas, não podemos garantir que as outras não sofrerão

modificação. Esta complexa relação é devido ao entrelaçamento de S, σ e κ através

da mobilidade† (µ) e concentração de portadores (n), isto é, dependendo do número de

portadores por área ou volume e da maneira eles se deslocam e interagem na estrutura do

material, S, σ e κ são fortemente afetados.

Antes de vermos alguns exemplos nos quais podemos identificar a correlação entre

estas propriedades, devemos fazer uma consideração (talvez a mais fundamental) acerca

da condutividade térmica. Em geral, nos materiais sólidos, o calor é transmitido por vários

mecanismos: via portadores de carga (elétrons e/ou buracos), ondas elásticas (mediadas

por fônons), ondas eletromagnéticas, ondas de spin e outras eventuais excitações [27]. Se

considerarmos todas as posśıveis contribuições, a condutividade térmica total deve ser

escrita na forma,

κ =
∑

α

κα, (2.2)

onde α denota uma excitação. Em materiais metálicos, o transporte de calor é dominado

por portadores, enquanto que em materiais isolantes o transporte por fônons é predo-

minante. Já os materiais semicondutores apresentam caracteŕısticas intermediárias entre

metais e isolantes, podendo ou não existir predominância entre o transporte de calor

mediado por portadores ou fônons. Considerar todas as posśıveis contribuições para κ

torna a análise altamente complexa, de forma que é preciso fazer a suposição de que ela é

composta majoritariamente por dois termos, supostos serem, ao menos em prinćıpio, inde-

pendentes. Um termo deve conter a contribuição dos portadores e o outro a contribuição

da rede, isto é,

∑

α

κα ≈ κel + κrede. (2.3)

As demais contribuições são assumidas serem pequenas, como, por exemplo, as ondas de

spin [28–31], apresentando relevância apenas em certas circunstâncias, de forma que na

maioria dos casos de interesse podem ser desprezadas. A partir de agora, assumiremos,

†A mobilidade é o módulo da velocidade de arraste por unidade de campo elétrico, µ = |v|/E. Por
definição, a mobilidade é positiva tanto para elétrons quanto para buracos, embora as suas velocidades
de arraste sejam opostas. Em um semicondutor intŕınseco (puro), a mobilidade é predominantemente
determinada pelo espalhamento entre elétrons e fônons. Também podemos escrevê-la como µ = qτ/m∗,
onde q é o módulo da carga do portador, τ é o tempo médio de espalhamento (tempo de relaxação) e m∗

é a massa efetiva [26].



2.3 Aspectos básicos sobre a eficiência termoelétrica de materiais 13

portanto, que o calor é transmitido através de dois mecanismos. Uma parte é transmi-

tida por intermédio dos portadores, processo caracterizado pela condutividade térmica

eletrônica, e a outra parte é transmitida pela rede, por intermédio do fônons, processo

caracterizado pela condutividade térmica da rede.

Feita as considerações acerca de κ, iremos, agora, ver alguns exemplos que mos-

tram a relação (muitas vezes conflitante) entre as propriedades termoelétricas. Podemos

iniciar com a seguinte situação: com o objetivo de reduzir κrede podemos, por exemplo,

criar defeitos na estrutura cristalina, pois através deste mecanismo podemos aumentar o

espalhamento dos fônons† e com isso dificultar o transporte de calor, uma vez que parte

deles não terá energia suficiente para se difundir ao longo do cristal. Entretanto, a pre-

sença destes defeitos deve prejudicar a mobilidade dos portadores e ter reflexo direto na

condutividade elétrica, a qual podemos expressar por,

σ = e
∑

i=±
niµi, (2.4)

onde e é a carga elementar, ni a concentração e µi a mobilidade dos portadores (− para

elétrons e + para buracos) [26]. Nesta situação, uma redução na condutividade térmica

viria acompanhada por uma redução na condutividade elétrica.

Outro conflito pode ser identificado quando consideramos os semicondutores que

possuem um tipo predominante de portador‡ (semicondutores do tipo p ou n), para os

quais a condutividade elétrica pode ser escrita como,

σ = eniµi. (2.5)

Para estes materiais, a razão entre κel e σ tem aproximadamente o mesmo valor que teria

†A condutividade térmica da rede é mediada por fônons ópticos e acústicos. Normalmente, fônons
ópticos não são efetivos no transporte de energia térmica devido a sua baixa velocidade de grupo. Os
fônons acústicos são os principais responsáveis pela condução de calor. [27].

‡O fato de possúırem um tipo predominante de portador não significa que eles estejam eletricamente
carregados. Na verdade, o que existe são majoritariamente elétrons ou buracos livres dispońıveis para
participar do processo de condução térmica e elétrica.
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em um metal [27], significando que κel/σ satisfaz a lei de Wiedemann-Franz§,

κel = LTσ = LTeniµi, (2.6)

onde L é o número de Lorenz (que pode variar particularmente com ni). Como se ob-

serva em (2.6), alterações na mobilidade e concentração de portadores pode produzir um

aumento ou decréscimo de σ e provocar efeito proporcional em κel.

A massa efetiva dos portadores também afeta as propriedades termoelétricas.

Temos ciência de que elétrons em um potencial periódico são acelerados em relação a

rede quando são submetidos a campos elétricos ou magnéticos† [26]. A questão é que

eles respondem a estas interações como se tivessem uma massa efetiva m∗, cuja definição

deriva da relação 1/m∗ = (1/~2)(d2ε/dk2), onde ε é a relação de dispersão do sistema e

k o vetor de onda. Em geral, m∗ é diferente da massa de um elétron livre (m) e varia

dependendo do estado ocupado pelo portador. Grandes massas efetivas (m∗/m >> 1)

produzem um alto valor absoluto para o coeficiente de Seebeck, mas, ao mesmo tempo,

reduzem a mobilidade e, por consequência, a condutividade elétrica. A exata relação entre

massa efetiva e mobilidade é complexa e depende da estrutura eletrônica, dos mecanismos

de espalhamento e da anisotropia [16,32].

Para sistemas cristalinos tridimensionais convencionais, uma baixa concentração

de portadores conduz a um largo coeficiente de Seebeck, mas, por outro lado, isto implica

em uma baixa condutividade elétrica [33]. Isto pode se visualizado ao considerarmos o caso

de metais ou semicondutores extŕınsecos degenerados, a partir da relação de Pisarenko

[32,34],

S =
8π2k2

B

3h2q±
m∗T

(
π

3n±

)2/3

, (2.7)

onde kB é a constante de Boltzmann, m∗ a massa efetiva, h a constante de Plank, n± a

concentração e q± a carga do portador. Nela também podemos observar que um aumento

de n± nos conduz a uma redução de S, mas, por outro lado, um aumento em σ e κe poderá

ser observado.

§Uma incerteza adicional na condutividade térmica eletrônica se origina quando ocorre condução mista,
ou seja, quando elétrons e buracos contribuem significativamente para a condutividade elétrica. Isso
introduz um termo bipolar na condutividade térmica total, o qual não está incluso na lei de Wiedemann-
Franz [27,32].

†Sob condições normais, quando o campo magnético não é suficientemente forte para produzir colapso
da estrutura de bandas [26].
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Também devemos levar em consideração que a concentração de portadores tem

influência sobre a mobilidade. Seu aumento ou redução significa que teremos mais ou

menos portadores por unidade de área, no caso de um cristal 2D, ou volume, no caso

de um cristal 3D. Isso aumenta ou diminui, significativamente, a probabilidade de choque

entre os portadores, ou seja, o espalhamento entre eles passa a ter ou não papel importante

durante o processo. Um aumento ou diminuição da concentração terá reflexo sobre a

mobilidade, pois o tempo médio de espalhamento e a velocidade de araste serão afetadas.

Com isso, todas as propriedades termoelétricas serão de alguma forma influenciadas.

Como é de se esperar, a temperatura também tem influência na mobilidade, uma

vez que as vibrações térmicas dos ı́ons, que conforme a temperatura aumenta tornam-se

cada vez mais anarmônica, além de produzirem fônons termicamente excitados também

afetam o tempo médio de espalhamento dos portadores.

Estes são apenas alguns dos muitos exemplos nos quais nos deparamos com uma

relação (muitas vezes conflitante) entre as propriedade termoelétricas. Como pode ser

visto, não conseguimos otimizar S, σ e κ de modo independente. A dificuldade em apri-

morar a figura de mérito reside na complexa relação entre estas propriedades. Como não

é posśıvel evitar estes conflitos, busca-se encontrar maneiras de otimizar uma proprie-

dade tentando minimizar os efeitos sobre as outras, o que acaba por ser extremamente

complexo.

Tendo em vista que os portadores são integralmente responsáveis pela condutivi-

dade elétrica e, parcialmente, responsáveis pela condutividade térmica, o foco das estra-

tégias de melhoramento da figura de mérito são direcionadas a redução da condutividade

térmica da rede (mecanismos de espalhamento de fônons, principalmente os acústicos),

de forma que se tenha o menor efeito posśıvel sobre as propriedades eletrônicas. Alguns

destes processos incluem, por exemplo, formação de soluções sólidas, adição de impurezas

e redução de tamanho de grão [27].

Deve-se ressaltar que, do ponto de vista termoelétrico, um alto fator de potência,

PF = S2σ, não garante que um material é eficiente no processo de conversão de energia,

assim como uma baixa condutividade térmica também não. Individualmente, PF e κ

não podem ser usados como indicadores de eficiência, uma vez que este indicador é a

razão entre estas duas quantidades, ZT. Pode ocorrer, por exemplo, que certos materiais

apresentem um alto fator de potência, mas devido a correlação entre as propriedades,

também apresente condutividade térmica tão alta quanto, conduzindo a uma figura de

mérito << 1.

É inegável que a relação complexa entre as propriedades termoelétricas representa

um grande obstáculo, mas é graças a esta dificuldade que muitas pesquisas teóricas e

experimentais vêm sendo desenvolvidas. Várias estatégias vêm sendo traçadas afim de
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encontrar uma boa relação entre S, σ e κ, de forma a aumentar ZT .

2.3.4 Dispositivos termoelétricos

As pesquisas teóricas e experimentais no campo da termoeletricidade têm como

objetivo encontrar materiais que sejam eficientes para converter energia térmica em elé-

trica e vice-versa. Superada esta etapa, é preciso construir dispositivos baseados neste

materiais. Tais dispositivos são comumente chamados de módulos termoelétricos. O de-

sign e a engenharia dos módulos termoelétricos podem ser variados, sendo muitos deles

objetos de patente. Uma simples busca na internet pode retornar facilmente mais de

1000 patentes relacionadas a estes dispositivos [35]. Um módulo termoelétrico contém

geralmente uma combinação de dois tipos de semicondutores, um do tipo p, no qual os

portadores são majoritariamente buracos, e outro do tipo n, no qual os portadores são

majoritariamente elétrons. Eles são conectados eletricamente em série e termicamente

em paralelo, como podemos ver na figura 2.3. Torna-se necessário que os semicondutores

sejam do tipo p ou n para prevenir condução bipolar, uma vez que a condução mista no

material fará com que ambos os portadores de carga se movam para a extremidade fria,

cancelando as voltagens de Seebeck induzidas. Quando um gradiente de temperatura é

aplicado através do dispositivo, os portadores são termicamente excitados na extremidade

de maior temperatura e usam esta energia adicional para se difundir ao longo do material

em direção a extremidade de temperatura mais baixa, em busca de um estado energe-

ticamente mais favorável. Como semicondutores do tipo p e n produzem diferenças de

potencial opostas, conectá-los eletricamente em série representa um ganho na diferença

de potencial total de sáıda do dispositivo [16,32,36].

2.4 SnSe como material termoelétrico promissor

Em geral, materiais termoelétricos apresentam figura de mérito em torno de

1, o que não permite que os mesmos sejam comercialmente competitivos. Entretanto,

em 2014, Zhao et al. [37] surpreenderam a comunidade cient́ıfica com a revelação de

que o SnSe cristalino, representado na figura 2.4, apresenta figura de mérito de (2, 6 ±
0, 3) à temperatura de 923 K, quando medida ao longo do eixo b da célula unitária

ortorrômbica à temperatura ambiente, e de (2, 3± 0, 3) quando medida ao longo do eixo

c, sendo significativamente reduzida para (0, 8 ± 0, 2) ao ser medida ao longo do eixo a.

Os autores atribúıram o alto valor para a figura de mérito ao longo dos eixos b e c à baixa

condutividade térmica intŕınseca do SnSe.

Wei et al. [38] questionam os resultados de Zhao et al. quanto à baixa condu-

tividade térmica ser intŕınseca ao SnSe, uma vez que vários grupos experimentais não
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Figura 2.3 - Dispositivo termoelétrico. a) Exemplo de um módulo termoelétrico, fonte: Snyder et al. [32].
b) Ilustração esquemática do mecanismo de geração de voltagem via efeito Seebeck, fonte: Hossain et
al. [36]

Figura 2.4 - Estrutura cristalina do SnSe Pnma, onde são representados em cinza os átomos de Sn e em
vermelho os átomos de Se. Fonte: Zhao et al. [37]

conseguiram reproduzir a alta figura de mérito por eles reportada. Como a medida da

condutividade térmica por Zhao et al. foi obtida a partir da relação κ = DCpρ, onde D

é a difusividade térmica, Cp é o calor espećıfico e ρ é a densidade de massa, Wei et al.

observaram que a densidade utilizada no cálculo não corresponde à densidade do SnSe

puro, uma vez que o valor utilizado foi de 5,43 g.cm−3 , ao passo que a densidade ideal

é de 6,18 g.cm−3. Assim, os cŕıticos conclúıram que as amostras utilizadas por Zhao et

al. não eram idealmente densas e, portanto, não eram amostras puramente cristalinas, ou
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seja, a condutividade térmica medida não é exatamente intŕınseca ao SnSe.

Zhao et al. responderam ao questionamento de Wei et al. informando que os

dados publicados não são baseados em apenas uma medição ou em um único espécime e

que as medições foram feitas para pelo menos sete cristais. Informaram que a densidade

da amostra relatada foi o que por eles foi medida e atribúıram a diferença entre esse valor

e os demais presentes na literatura às diferentes caracteŕısticas das amostras decorrentes

dos métodos de preparação e tratamento ou erros de medição. Afirmaram que indepen-

dentemente da densidade do SnSe ser 6,0 g.cm−3 ou 5,5 g.cm−3, a condutividade térmica

da rede é ultra baixa, na faixa de 0, 6−0, 8 Wm−1K−1 a temperatura ambiente e 0, 3−0, 4

Wm−1K−1 a 800K.

Apesar destes questionamentos e observações, o SnSe recebeu nova atenção e

adquiriu uma posição de destaque, dando origem a vários outros estudos teóricos e ex-

perimentais sobre a estrutura pura ou modificada a fim de explorar o comportamento

de suas propriedades de transporte. A sua estrutura cristalina de múltiplas camadas já

havia chamado atenção, o que despertou o interesse sobre a sua versão bidimensional

(monocamada de SnSe).

Zhao et al. [39] mediram a performance termoelétrica do SnSe cristalino dopado

por substituição, tendo o Na como receptor, em que observaram um acentuado aumento

na figura de mérito do material, concluindo que esse aumento vem da alta condutividade

elétrica e do forte aumento do coeficiente de Seebeck, devido à contribuição das múltiplas

bandas de valência presente no SnSe.

Chen et al. [40] analisaram as propriedades termoelétricas do SnSe policristalino

dopado por K, cujas amostras foram obtidas pela combinação entre as técnicas mecha-

nical alloying (MA) e spark plasma sintering (SPS), substituindo 1% de Sn por K. Eles

observaram que a dopagem melhorou significativamente o máximo fator de potência e,

também, induziu uma redução na condutividade térmica da rede, o que resultou em uma

figura de mérito de ≈ 1, 1 a temperatura de 773K, ao passo que para SnSe policristalino

não dopado o valor é ≈ 0, 65 para a mesma temperatura.

Liu et al. [41] utilizaram a técnica de deposição qúımica a vapor (CVD) para

crescimento e dopagem por Ag de nanoflocos e filmes finos nanoestruturados de SnSe,

encontrando que para amostras com dopagem de 1% de Ag, o fator de potência é muito

melhor, devido ao aumento da condutividade elétrica e do coeficiente de Seebeck, quando

comparado às amostras não dopadas e mais fortemente dopadas (1,5% de Ag).

Gusmão et al. [42] investigaram teoricamente os efeitos da pressão hidrostática

sobre as propriedades termoelétricas do SnSe na fase Pnma usando cálculos ab initio via

DFT. Na ausência de pressões, mostraram que os resultados estão em bom acordo com os
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dados experimentais de Zhao et al. [37] e estenderam seus cálculos para pressões de 4, 7

e 10 GPa. Observaram que um aumento na pressão induz um aumento no coeficiente de

Seebeck e na condutividade elétrica, resultando em um alto fator de potência, entretanto

reportaram que a condutividade térmica eletrônica também aumentou em proporção tão

alta quanto, o que fez com que o valor máximo da figura de mérito fosse inferior ao apresen-

tado na ausência de pressão. Conclúıram que quando submetido a pressões hidrostáticas,

o SnSe na fase Pnma tem uma redução na sua eficiência termoelétrica.

2.4.1 Tinselenideno

Desde a obtenção do grafeno por Novoselov et al. em 2004 [1], os materiais

que apresentam estrutura cristalina de múltiplas camadas têm despertado o interesse dos

cientistas de materiais. Esses materiais se caracterizam por apresentarem fortes interações

covalentes entre os átomos nos planos das camadas e fracas interações de van der Waals

entre os átomos de camadas adjacentes. O SnSe e seus alótropos configuram-se dentro

dessa classe de materiais.

Zhang et al. [43] investigaram sistematicamente a geometria e as propriedades

mecânicas e eletrônicas de uma monocamada de SnSe (denominado Tinselenideno, figura

2.5) usando cálculos ab initio via DFT. Eles encontraram que o tinselenideno é um se-

micondutor de gap indireto de 1,45 eV, além de apresentar uma baixa condutividade

térmica da rede, abaixo de 3Wm−1K−1 a 300K, um largo coeficiente negativo de Poisson

de -0,17 e alta mobilidade de buracos da ordem de 10000cm2V −1S−1. Eles conclúıram que

o material tem potencial aplicação em termoeletricidade, nonomecânica e optoeletrônica.

Wang et al. [44] motivados pelos então recentes estudos das propriedades termoe-

létricas do SnSe por Zhao et al. e pela śıntese experimental de camadas deste material por

Li et al. [45], realizaram cálculos ab initio focados na estabilidade, estrutura eletrônica

e propriedades termoelétricas para uma monocamada de SnSe usando DFT combinada

com a teoria de transporte de Boltzmann. Eles encontraram que a estrutura é dinâmica

e termodinamicamente estável, com gap de 1,28 eV e figura de mérito de 3,27 e 2,76 ao

longo das direções armchair e zigzag, respectivamente. Reportaram uma ótima concen-

tração de portadores do tipo n, que é melhorada em aproximadamente sete vezes quando

comparada a sua contraparte 3D a 700K devido ao efeito de confinamento quântico. Eles

sugeriram que a monocamada de SnSe tem grande potencial para aplicação na conversão

de energia térmica em elétrica e vice-versa.

Hu et al. [46] estudaram a eficiência termoelétrica de monocamadas de alótropos

de SnSe nas fases α, β, γ, δ e ε, usando cálculos ab initio via DFT. Mostraram que as

fases são estáveis e observaram dos seus estudos que a fase β-SnSe apresenta ZT = 2, 6 à

temperatura de 300 K, sugerindo que esse material tem um forte potencial para aplicações
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tecnológicas.

Figura 2.5 - Tinselenideno. (a) Visão em perspectiva, (b) visão lateral e (d) visão do topo. Esferas
amarelas denotam os átomos de Se e esferas cinzas denotam os átomos de Sn. Os números de 1 a 6
identificam os vizinhos próximos dos átomos de Sn e Se. A célula primitiva do tinselenideno está indicada
por linhas tracejadas, onde a e b denotam o parâmetro de rede nas direções x (armchair) e y (zigzag),
respectivamente. A visão lateral do fosforeno (c) é inclúıda para efeito de comparação com o tinselenideno.
Em (e) apresenta-se a densidade de carga bidimensional do tinselenideno. Fonte: Zhang et al [43]

Ding et al. [47] realizaram um estudo comparativo entre as propriedade termoe-

létricas de SnSe 3D (bulk) e sua contraparte 2D (monocamada) via DFT combinada com

a teoria de transporte de Boltzmann. Mostraram que a condutividade térmica da rede da

monocamada é maior do que a sua contraparte 3D, implicando na redução da figura de

mérito quando comparadas. Reportaram que a monocamada de SnSe possui uma melhor

performance termoelétrica com portadores do tipo n ao longo da direção armchair.

Motivados pelo que foi discutido até aqui, pretendemos analisar teoricamente o

comportamento termoelétrico da monocamada de SnSe (fase alotrópica α) na presença de

vacâncias, bem como por dopagem substitucional com átomos de Ag, usando os métodos

de cálculos ab initio no âmbito da Teoria do Funcional de Densidade (DFT). Pretende-

mos com isso, verificar como as vacâncias e a dopagem por átomos de Ag modificam o

desempenho termoelétrico da estrutura.



Caṕıtulo 3

Fundamentos Teóricos e Computacionais

3.1 Introdução

A F́ısica, em sua essência, busca compreender os mecanismos pelos quais a natu-

reza realiza seus processos. Esta tarefa não é simples ou tão pouco rápida. Levaram anos,

décadas e séculos para que grande parte das leis, prinćıpios e teorias fossem formuladas,

testadas e amplamente discutidas. O advento e consolidação da Mecânica Quântica nas

primeiras décadas do século XX contribuiu de forma excepcional para a melhor compreen-

são da natureza f́ısica e, em particular, das interações entre as part́ıculas elementares que

constituem a matéria, e desta com o campo eletromagnético. A descoberta da equação

fundamental da mecânica quântica, denominada equação Schrödinger em homenagem ao

seu idealizador, permite, em tese, determinar as propriedades f́ısicas dos materiais, que

dependem dos átomos que os constituem e da sua distribuição. Entretanto, com exceção

de poucos casos para os quais essa equação tem solução anaĺıtica simples, em geral a sua

solução é complexa e exige uma sofisticada tecnologia de cálculo de muitos corpos. Neste

caṕıtulo apresentaremos uma das melhores metodologias para esse fim, a Teoria do Fun-

cional da Densidade – DFT, com base na qual estudaremos as propriedades eletrônicas,

mecânicas, termoelétricas e óticas de materiais bidimensonais.

3.2 Sobre os sistemas interagentes de N -part́ıculas

Um grande desafio, que permanece desde a fundação da então conhecida como

filosofia natural é a abordagem de sistemas interagentes com mais de dois corpos. Em

mecânica clássica, podemos citar, como exemplo, o famoso problema derivado da mecânica

celeste, que consiste em descrever a interação gravitacional mútua entre três corpos (luas,

planetas, estrelas, etc), a fim de tentar prever suas órbitas. Este problema não possui

solução fisico-matemática exata, exceto para os casos particulares de Euler e Lagrange.

A dificuldade em abordar tais sistemas não se restringe ao domı́nio macroscópico, mas

também está presente no domı́nio microscópico, objeto de estudo da mecânica quântica.

Modelos que descrevem sistemas quânticos interagentes de N -part́ıculas (sistema

de muitos elétrons) não possuem solução fisico-matemática exata, sendo necessário recor-
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rer, usualmente, às aproximações de Hartree-Fock e Born-Oppenheimer para obter solu-

ções aproximadas. Quando se estuda estes tipos de sistemas, busca-se dar uma descrição

para as propriedades dinâmicas e estruturais por meio de duas abordagens: a abordagem

ab initio ou a abordagem do Hamiltoniano modelo [48].

Sistemas de 
Muitas Partículas

Nanotubo

de carbono

Propriedades 
Dinâmicas e 
Estruturais

Abordagem
ab-initio

Abordagem do 
Hamiltoniano 

Modelo

Figura 3.1 - Exemplos de alguns sistemas quânticos de muitas part́ıculas constitúıdos por carbono, para os
quais as abordagens ab initio ou Hamiltoniano modelo podem ser usadas para descrever suas propriedades
dinâmicas e estruturais.

A abordagem ab initio (ou primeiros prinćıpios) baseia-se no Hamiltoniano fun-

damental do sistema, isto é, aquele que contém todas as interações e descreve o sistema

de modo completo. Nesta abordagem, considerando a não predominância de efeitos re-

lativ́ısticos para o sistema elétron-núcleo acoplado, escrevemos a equação de Schrödinger

estacionária de muitos corpos na forma:

[
−

N∑

i=1

~2

2me

∇2
i −

M∑

I=1

~2

2MI

∇2
I +

1

2

∑

i 6=j

e2

4πε0

1

|ri − rj|
+

1

2

∑

I 6=J

e2

4πε0

ZIZJ
|RI −RJ |

]
Ψ

−
[∑

i,I

e2

4πε0

ZI
|ri −RI |

]
Ψ = EtotΨ,

(3.1)

onde o primeiro termo representa a energia cinética dos elétrons, o segundo a energia

cinética dos núcleos, o terceiro a interação elétron-elétron, o quarto a interação núcleo-

núcleo e o quinto a interação elétron-núcleo. Sendo mais espećıfico, Etot é a energia

total, ri e RI(J) são os vetores posição dos elétrons e dos núcleos, respectivamente, ZI(J)
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são os respectivos pesos atômicos, me a massa eletrônica, MI a massa iônica, ε0 é a

permissividade do vácuo, ~ a constante de Planck, ∇2
i(I) o Laplaciano dos elétrons (́ıons)

e Ψ a função de onda de muitos corpos. Tentar solucionar esta equação de forma exata

é se dispor a enfrentar algo altamente complexo, robusto e que exige métodos fisico-

matemáticos que ainda não conhecemos. Recorrer a algum tipo de aproximação torna-

se o único caminho. Entretanto, para preservar a assim chamada natureza ab initio é

exigência formal que esta ou estas aproximações devam ser de cunho técnico, de forma a

não introduzir parâmetros f́ısicos ajustáveis.

A segunda abordagem se baseia no assim chamado Hamiltoniano modelo. Nela,

a ideia é descrever o sistema a partir de informações dispońıveis e aspectos relevantes.

Muitas vezes esta não é uma tarefa fácil, pois se algum aspecto essencial for ignorado,

certamente que os resultados obtidos podem ser incorretos ou não satisfatórios, ao passo

que se muitos aspectos e informações são inclúıdas, o Hamiltoniano fica demasiadamente

complicado e de dif́ıcil tratamento matemático. A vantagem de se usar esta abordagem

é que o problema resultante de muitos corpos é muito mais simples que o problema ab

initio correspondente [48].

Nesta tese, iremos trabalhar com as duas abordagens. A abordagem do Hamil-

toniano modelo será utilizada para estudar a estrutura composta por grafeno depositado

sobre um substrato de rede hexagonal com interação de Hubbard. A abordagem ab initio

será utilizada em primeiro momento para efeitos de comparação com os resultados obti-

dos do Hamiltoniano modelo e, posteriormente, para estudar as propriedades eletrônicas

e termoelétricas da monocamada de SnSe modificada por vacâncias e dopada substitu-

cionalmente por Ag, bem como as propriedades eletrônicas, mecânicas, termoelétricas e

óticas das monocamadas de ZnX(X = O, S, Se, Te).

3.3 Sobre a Teoria do Funcional de Densidade

A Teoria do Funcional de Densidade (DFT) é uma variante da abordagem ab

initio. Ela traz em sua essência o mapeamento de um sistema de N -part́ıculas interagentes

em um adequado sistema efetivo não interagente, de modo que a densidade eletrônica do

estado fundamental de ambos seja idêntica. Neste contexto, entende-se por mapeamento a

determinação das propriedades do sistema interagente por meio do sistema efetivo, sendo

este último denominado sistema de Kohn-Sham (KS).

Esta Teoria tem seu mérito na redução da complexidade do problema quântico

de muitas part́ıculas, mas, por outro lado, acaba limitando a quantidade de informações

que podem ser extráıdas. Isto significa que o mapeamento do sistema interagente a partir

do sistema de KS não é completo e, mesmo que a complexidade seja reduzida, o problema

resultante de muitos corpos continua sendo algo extremamente exigente e dif́ıcil. Apesar
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da quantidade limitada de informações que podem ser extráıdas, para muitos casos, estas

são suficientes para responder a maioria de nossos questionamentos [48].

Nessa Teoria, como o próprio nome sugere, o tratamento f́ısico-matemático é

desenvolvido em torno dos chamados funcionais de densidade, para os quais o cálculo

ordinário não é suficiente, sendo necessário recorrer ao cálculo variacional. Nela, o es-

tado fundamental, isto é, o estado energeticamente mais estável, e qualquer um de seus

observáveis, são funcionais da densidade eletrônica do estado fundamental. Por meio do

sistema de KS são determinadas de maneira exata e eficiente a densidade eletrônica e a

energia do estado fundamental do sistema interagente. Entretanto, tal esquema é incapaz

de reproduzir o estado fundamental interagente em si, pois o estado fundamental de KS,

em prinćıpio, é uma construção puramente matemática [48].

São creditados a Thomas [49] e Fermi [50] os primeiros trabalhos a introduzirem

funcionais de densidade no estudo de sistemas quânticos de muitas part́ıculas, mais es-

pecificamente o funcional energia cinética. Eles consideraram a energia cinética de um

gás de elétrons não interagentes como um funcional de sua densidade eletrônica. Estes

trabalhos serviram como base para o que hoje conhecemos por modelo de Thomas-Fermi.

Não minimizando o mérito dos trabalhos precedentes, o passo primordial para

construção de uma teoria mais sólida e robusta envolvendo funcionais de densidade no

estudo de sistemas quânticos de muitas part́ıculas foi dado por Hohenberg e Kohn [3] em

1964, com o trabalho intitulado Inhomogeneous Electron Gas. Nesse trabalho foram esta-

belecidos o que hoje conhecemos por Teoremas de Hohenberg-Kohn (HK). Tais Teoremas

representam os mais básicos de uma série de teoremas de existência que garantem que

sistemas estacionários de muitas part́ıculas podem ser caracterizados totalmente pela den-

sidade do estado fundamental [48]. O segundo passo, tão importante quanto o primeiro,

foi dado em 1965 por Kohn e Sham [4], por meio do trabalho Self-Consistent Equations

Including Exchange and Correlation Effects. Partindo dos Teoremas HK e fazendo uso

de métodos de aproximação para tratar um sistema não homogêneo de gás elétrons in-

teragentes, os autores mostraram que esses métodos são exatos para descrever sistemas

que variam lentamente de [ou possuem alta] densidade eletrônica. Mostraram que para o

estado fundamental, os métodos conduzem a equações autoconsistentes análogas as equa-

ções de Hartree e Hartree-Fock, respectivamente. Um dos principais méritos de KS foi

determinar o potencial externo do sistema efetivo não interagente, o que permitiu escre-

ver as assim chamadas equações de Kohn-Sham, que são N -equações de Schrödinger de

uma part́ıcula com um potencial externo efetivo, o potencial efetivo de KS, que contém

em si informações sobre o sistema interagente. Diferentemente das equações de Hartree

e Hartree-Fock, as equações de KS contém efeitos de correlação, o que, apesar de tornar

mais complexa sua solução, torna mais real a descrição do sistema estudado.
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Importantes extensões da DFT foram formuladas, como a Teoria do Funcional

de Densidade Dependente do Tempo (TDDFT), que possui como análogos aos Teoremas

HK, os Teoremas de Runge-Gross (RG) [51–53] e a Teoria Relativ́ıstica do Funcional da

Densidade (RDFT) [54–56]. Muitas outras importantes contribuições foram e continuam

sendo dadas à DFT nos campos da F́ısica, Matemática e Computação, o que torna uma

dif́ıcil tarefa comentar e citar cada uma delas. Todavia, podemos usar como exemplo

os trabalhos [57–71], como parte de inúmeros importantes trabalhos, evidenciando o es-

forço da comunidade cient́ıfica em ampliar, sofisticar e aplicar essa Teoria. Como fruto

desse esforço, podemos citar a tentativa de estabelecer a extensão da Teoria para o do-

mı́nio relativ́ıstico dependente do tempo e a implementação computacional, responsável

por desenvolver e implementar ferramentas de software. É graças ao árduo trabalho dos

cientistas no campo de desenvolvimento de software que a DFT vem amplamente se di-

fundindo nos últimos anos, pois tais ferramentas dão condições de estudar diversos tipos

de sistemas quânticos usando-se modelagens e simulações computacionais. Sem o uso de

computadores para os cálculos, a abordagem de muitos destes sistemas seria imposśıvel.

Podemos afirmar, neste momento, que a DFT possui três linhas de frente. A primeira lida

ou lidou com a formulação e a extensão teórica. A segunda lida com a implementação

computacional, baseada no desenvolvimento de software, a partir da elaboração de algorit-

mos, programas, rotinas, otimização de processos, etc. A terceira aplica a implementação

computacional, através de modelagens e simulações computacionais no estudo de variados

sistemas quânticos de interesse (aqui se encontra a maior parte dos pesquisadores atual-

mente). De certa forma, existe uma autoconsistência entre estas três frentes, a teoria para

ter sentido precisa ser aplicada, mas esta aplicação em larga escala só é posśıvel devido à

implementação computacional, a qual não seria posśıvel sem o desenvolvimento teórico.

Na sequência, apresentaremos os Teoremas originais de HK (para estados funda-

mentais não degenerados). Uma interpretação destes teoremas, bem como a sua extensão

ao caso degenerado, encontram-se no Apêndice A, na qual segue-se a abordagem de Engel

et al. [48]. Também iremos deduzir as equações de KS para um sistema efetivo não in-

teragente com estado fundamental não degenerado que está conectado a um sistema real

interagente através da densidade eletrônica do estado fundamental. Para tanto, tomare-

mos por base os teoremas HK correspondentes. A extensão desta dedução pode ser feita

para sistemas de KS com estado fundamental degenerado, mas não será abordada aqui.

A discussão que será apresentada seguirá a mesma abordagem de Engel et al. [48], como

notação hibrida entre esta e a contida em Gross et al. [72].

3.3.1 Teoremas de Hohenberg-Kohn

Consideremos um sistema quântico de muitas part́ıculas, mais especificamente um

sistema elétron-núcleo acoplado não sujeito a um campo eletromagnético externo e dentro
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do domı́nio não relativ́ıstico. A equação de Schrödinger estacionária de muitos corpos

que descreve o sistema é dada pela equação (3.1). Consideremos também a aproximação

de Born-Oppenheimer [73], que despreza a energia cinética nuclear quando comparada à

energia cinética eletrônica, o que, em essência, equivale a fatorizarmos a função de onda

total Ψ em uma parte nuclear Ψn e outra eletrônica Ψe, permitindo o desacoplamento

parcial entre os elétrons e o movimento nuclear. Este desacoplamento permite considerar

que todas as contribuições de energia que não dependem dos graus de liberdade dos

elétrons, como a interação núcleo-núcleo, podem ser adicionadas à parte eletrônica quando

necessário [48]. Podemos, deste modo, tratar o sistema em questão, de forma efetiva,

como um sistema de N -elétrons interagentes sujeito a um potencial externo cujo papel

é desempenhado pela interação elétron-núcleo. O Hamiltoniano eletrônico padrão que

descreve o sistema é, então, expresso no formalismo de segunda quantização por,

Ĥ = T̂ + V̂ext + Ŵ , (3.2)

cujos correspondentes autoestados de muitos corpos |Ψ〉 são obtidos pela solução da equa-

ção de Schrödinger estacionária,

Ĥ |Ψ〉 = E |Ψ〉 , (3.3)

onde
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(−i~∇i)
2

2me

= − ~2

2me
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σ=↑,↓

∫
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é o operador energia cinética dos elétrons,

V̂ext =
N∑

i=1

v(ri) =

∫
d3rv(r)n̂(r), (3.5)

é o operador que representa a interação elétron-núcleo, responsável por desempenhar o

papel de um potencial externo atrativo,
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I
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ZI
|ri −RI |

(3.6)

independente do tempo, onde

n̂(r) =
N∑

i=1

δ(3)(r − ri) =
∑

σ=↑,↓
Ψ̂†(rσ)Ψ̂(rσ), (3.7)
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e

Ŵ =
N∑

i,j=1
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w(ri, rj) =
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d3r
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é o operador que representa a interação elétron-elétron,

w(ri, rj) =
e2

4πε0

1

|ri − rj|
, (3.9)

suposta ser simétrica, w(ri, rj) = w(rj, ri). Em todos os termos, σ[σ′] denota a projeção

de spin (↑, ↓) sobre o eixo z, sendo n̂(r) o operador densidade eletrônica, enquanto que

Ψ†(rσ)[Ψ(rσ)] denota o operador de campo, que cria[destroi] um elétron com spin σ no

ponto r, obedecendo a álgebra fermiônica,

{Ψ†(rσ),Ψ†(r′σ′)} = {Ψ(rσ),Ψ(r′σ′)} = 0

{Ψ(rσ),Ψ†(r′σ′)} = δ(3)(r − r′)δσσ′ .
(3.10)

3.3.1.1 Teoremas originais de Hohenberg-Kohn (caso não degenerado)

Para o sistema descrito pelo Hamiltoniano (3.2), assumindo que o estado funda-

mental não é degenerado, são válidos os seguintes teoremas [72],

Lema. A densidade eletrônica do estado fundamental, n0(r), determina de forma única o

potencial v(r) (mesmo se uma constante arbitrária for adicionada a ele).

Teorema Variacional de Hohenberg-Kohn. Existe um funcional F [n(r)] definido para

todas as densidades eletrônicas n(r) dos estados fundamentais não degenerados |Ψ〉, de

modo que, para um dado v(r), a quantidade

Ev(r)[n(r)] =

∫
d3rv(r)n(r) +F [n], onde F [n(r)] = 〈Ψ[n]| (T̂ + Ŵ ) |Ψ[n]〉 (3.11)

tem um único mı́nimo para a correta densidade eletrônica do estado fundamental, n(r) =

n0(r), associada a v(r).

Em essência, o Lema afirma que uma vez determinado v(r) de forma única atra-

vés de n0(r), o Hamiltoniano fica completamente conhecido. Como consequência, n0(r)

determina de forma completa todas as propriedades do sistema†, dentre as quais: autofun-

†Observe que ainda não estamos tratando do mapeamento do sistema interagente através do sistema
efetivo, isto é, a afirmação que acaba de ser feita é válida para um sistema quântico arbitrário de muitos
corpos e não necessariamente para o mapeamento entre dois sistemas.
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ções e autovalores, funções de Green como G(r, r′, ω), funções de resposta, propriedades

térmicas, etc [72]. Apesar de todas as propriedades do sistema serem determinadas de

forma única pela densidade eletrônica do estado fundamental, ainda não conhecemos com-

pletamente todas as formas matemáticas que expressam estas relações.

O Teorema Variacional afirma, em outras palavras, que para um determinado

sistema quântico, o funcional da energia a ele associado será minimizado apenas pela

correta densidade eletrônica de seu estado fundamental. Para qualquer outra densidade

que não seja esta, o funcional não terá seu valor mı́nimo.

3.3.2 Equações de Kohn-Sham

O esquema de KS mapeia um sistema real interagente de muitas part́ıculas em

um adequado sistema efetivo não interagente. Desse modo, para introduzir as equações

autoconsistentes de KS devemos considerar dois sistemas. O primeiro, do qual almeja-

mos obter informações, contém toda sorte de efeitos de troca e correlação e todo tipo de

contribuição de muitos corpos intŕınseca a sua natureza, sendo a equação de Schrödinger

que o descreve insolúvel de forma exata através dos métodos f́ısico-matemáticos dispońı-

veis. O outro, é um sistema fict́ıcio, efetivo e não interagente descrito por N equações

de Schrödinger de uma part́ıcula, usado como artif́ıcio matemático para obter parte das

informações almejadas sobre o primeiro. Podeŕıamos imaginar estes dois sistemas como

dois universos. Não podemos obter informações diretamente do primeiro, mas dele po-

demos obter algumas informações indiretamente através do segundo. Para que isso seja

posśıvel, deve existir alguma conexão entre estes dois universos. Esta conexão é feita

através da densidade eletrônica do estado fundamental, suposta ser simultaneamente a

mesma para ambos os sistemas. Na sequência, faremos a descrição do sistema efetivo e

sua conexão com o sistema real interagente, considerando os Teoremas HK e chegando

por fim as famosas equações de KS.

Consideremos um sistema de elétrons não interagentes sob a ação de um potencial

externo multiplicativo, vs(r), com estado fundamental não degenerado |Φ0〉 e densidade

eletrônica ns(r), conforme ilustrado na figura 3.2. O Hamiltoniano que descreve este

sistema é expresso por,

Ĥs = T̂ + V̂s, com V̂s =

∫
d3rn̂(r)vs(r). (3.12)

O correspondente estado fundamental não degenerado de N -part́ıculas |Φ0〉 que satisfaz

à equação de Schrödinger,

Ĥs |Φ0〉 = Es,0 |Φ0〉 , (3.13)
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é um determinante de Slater,

〈r1σ1, ..., rNσN |Φ0〉 ≡ Φ0(r1σ1, ..., rNσN) =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣

φ1(r1σ1) · · · φN(r1σ1)
...

. . .
...

φ1(rNσN) · · · φN(rNσN)

∣∣∣∣∣∣∣∣
, (3.14)

cuja construção é feita a partir das soluções energeticamente mais baixas φi das equações

de Schrödinger de uma part́ıcula,

[
− ~2

2me

∇2 + vs(r)

]
φi(rσ) = εiφi(rσ), (3.15)

Figura 3.2 - Ilustração. Sistema de elétrons não interagentes sujeitos à ação de um potencial externo
multiplicativo vs(r), com estado fundamental não degenerado |Φ0〉 e densidade eletrônica n0s(r).

onde os autovalores εi são assumidos serem ordenados,

ε1 ≤ ε2 ≤ ε3 ≤ ... ≤ εN ≡ εF ≤ εN+1 ≤ ..., (3.16)

de forma que a energia de Fermi εF é identificada pelo autovalor εN do mais alto ńıvel

ocupado de uma part́ıcula.

Podemos determinar a densidade eletrônica n0s(r) e a energia Es,0 corresponden-

tes ao estado fundamental (3.14) como a seguir.

Primeiramente consideramos os operadores densidade de carga,

n̂(rσ) =
∑

σ=↑,↓
n̂σ(rσ) ; n̂σ(rσ) = Ψ̂†(rσ)Ψ̂(rσ), (3.17)
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considerando que os operadores de campo podem ser escritos na forma

Ψ̂(rσ) =
N∑

i=1

〈rσ|φi〉 ci ; Ψ̂†(rσ) =
N∑

j=1

〈rσ|φj〉∗ c†j, (3.18)

onde c†j e ci criam e destroem um elétron i[j], respectivamente. A densidade eletrônica do

estado fundamental é o valor esperado do operador n̂(rσ) para o autoestado |Φ0〉, isto é,

n0s(r) = 〈Φ0|n̂(rσ)|Φ0〉 =
∑

σ=↑,↓

N∑

i,j=1

〈rσ|φj〉∗ 〈rσ|φi〉 〈Φ0|c†jci|Φ0〉 . (3.19)

Considerando a álgebra de operadores fermiônicos,

{ci, c†j} = δij ⇒ cic
†
j + c†jci = δij, (3.20)

a equação (3.19) assume a forma,

n0s(r) =
∑

σ=↑,↓

N∑

i,j=1

〈rσ|φj〉∗ 〈rσ|φi〉 δij −
∑

σ=↑,↓

N∑

i,j=1

〈rσ|φj〉∗ 〈rσ|φi〉 〈Φ0|cic†j|Φ0〉 . (3.21)

Como |Φ0〉 é o estado fundamental de um sistema de muitos férmions, cada ńıvel de

energia já está duplamente ocupado (↑↓), portanto, pelo prinćıpio da exclusão de Pauli,

não é posśıvel criar mais um elétron no estado j, uma vez que o mesmo já está preenchido,

ou seja, c†j |Φ0〉 = 0. Deste modo,

n0s(r) =
∑

σ=↑,↓

N∑

i=1

〈rσ|φi〉∗ 〈rσ|φi〉 =
∑

σ=↑,↓

N∑

i=1

| 〈rσ|φi〉 |2. (3.22)

Escrevendo a soma sobre os N estados energeticamente mais baixos de uma forma mais ge-

ral e considerando que, por definição, 〈rσ|φi〉 = φi(rσ), escrevemos a densidade eletrônica

do estado fundamental em sua forma final,

n0s(r) =
∑

σ=↑,↓

N∑

i=1

Θi|φi(rσ)|2, (3.23)

onde a função de ocupação Θi denota a função de Heaviside,

Θi ≡ Θ(εF − εi) =





1 para εi ≤ εF

0 para outros casos
. (3.24)

Por sua vez, a energia do estado fundamental é o valor esperado do operador Ĥs para o
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autoestado |Φ0〉, isto é,

Es,0 = 〈Φ0|Ĥs|Φ0〉 =
N∑

i=1

Θi

∑

σ=↑,↓

∫
d3rφ∗i (rσ)Ĥsφi(rσ), (3.25)

e ao considerarmos as equações (3.12) e (3.23), podemos escrevê-la na forma,

Es,0 = 〈Φ0|Ĥs|Φ0〉 =
N∑

i=1

Θi

∑

σ=↑,↓

∫
d3rφ∗i (rσ)

[
(−i~∇)2

2me

]
φi(rσ) +

∫
d3rvs(r)n0s(r).

(3.26)

Para dar continuidade, faremos neste momento o uso dos Teoremas HK, os quais

são válidos para sistemas arbitrários de muitas part́ıculas independentemente de sua in-

teração part́ıcula-part́ıcula, W , desde que esta seja mantida a mesma durante toda a

descrição [48]. Este fato nos permite também inclui sistemas não interagentes para os

quais W = 0 (o presente caso). O estado fundamental |Φ[n]〉 não degenerado de um

sistema não interagente é um funcional único da densidade eletrônica do estado funda-

mental, ou seja, a equação (3.14) é determinado de forma única pela equação (3.23). O

estado fundamental é obtido ao inserirmos n0,s no funcional |Φ[n]〉, isto é,

|Φ0〉 = |Φ[n0,s]〉 . (3.27)

Fazendo o uso de |Φ[n]〉, podemos definir o funcional energia do estado fundamental de

HK de sistemas não interagentes,

Es[n] = 〈Φ[n]|(T̂ + V̂s)|Φ[n]〉 = 〈Φ[n]|T̂ |Φ[n]〉+

∫
d3rvs(r)n(r). (3.28)

para o qual se aplica o prinćıpio mı́nimo (A.6),

Es[n0s] < Es[n] ∀ n 6= n0s ; Es,0 = Es[n0s]. (3.29)

A partir de (3.28), define-se o funcional energia cinética Ts[n] de part́ıculas não inte-

ragentes para qualquer densidade eletrônica de estado fundamental n resultante de um

Hamiltoniano na forma (3.12),

Ts[n] = 〈Φ[n]|T̂ |Φ[n]〉 =
N∑

i=1

Θi

∑

σ=↑,↓

∫
d3rφ∗i (rσ)

[
(−i~∇)2

2me

]
φi(rσ), (3.30)

que por consequência da universalidade de |Φ[n]〉, também é universal. Através de Ts[n]

somos conduzidos a afirmação de que os próprios orbitais φi são funcionais da densidade
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eletrônica do estado fundamental [48], isto é,

φi(rσ) = φi[n](rσ). (3.31)

Para o nosso objetivo, a descrição feita até aqui do sistema efetivo não interagente

é suficiente para partirmos para a próxima etapa. Façamos agora a conexão entre o

sistema interagente descrito pelo Hamiltoniano (3.2) e o sistema efetivo que acaba de ser

abordado. A conexão será feita através da densidade eletrônica do estado fundamental,

conforme ilustrado na figura 3.3, onde n0(r) e n0s(r) são as densidades eletrônicas dos

estados fundamentais |Ψ0〉 e |Φ0〉, respectivamente e v(r) e vs(r) os potenciais externos.

Figura 3.3 - Representação simplificada do núcleo da Teoria do Funcional de Densidade, onde mapeia-
se um sistema de N -part́ıculas interagentes através de um sistema efetivo não interagente. A conexão
primordial entre tais sistemas é feita através da densidade eletrônica do estado fundamental.

Por meio desse esquema, podemos representar a densidade eletrônica do estado

fundamental do sistema interagente em termos dos orbitais φi do sistema efetivo de KS,

n0(r) ≡ n0s(r) =
∑

σ=↑,↓

N∑

i=1

Θi|φi(rσ)|2. (3.32)

Vale lembrar que (3.23) é um resultado direto para a densidade eletrônica de um sis-

tema não interagente, enquanto que (3.32) é uma representação altamente não trivial da

densidade eletrônica interagente [48].

Uma vez estabelecida a conexão entre ambos os sistemas, o próximo passo é de-

terminar o potencial vs(r), que por sua vez, deve conter aspectos do sistema interagente,

do qual, por meio da solução de (3.15), obteremos algumas informações. Com este obje-
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tivo, iniciamos com a decomposição do funcional energia total E[n] associado ao sistema

interagente, o qual passa a ser escrito na forma,

E[n] = 〈Ψ[n]|Ĥ|Ψ[n]〉 = F [n] + 〈Ψ[n]|V̂ext|Ψ[n]〉
= Ts[n] + EH [n] + Eext[n] + Exc[n], (3.33)

onde foi usado o artif́ıcio de se somar e subtrair E[n] dos funcionais energia cinética

de part́ıculas não interagentes Ts[n] e do funcional que representa a energia clássica de

interação entre as part́ıculas, o funcional energia de Hartree EH [n], de forma que todos

os efeitos complicados de muitos corpos que não estão inclusos em Ts[n], EH [n] e Eext[n]

são absorvidos pelo funcional energia de troca e correlação,

Exc[n] = F [n]− Ts[n]− EH [n]. (3.34)

Os funcionais F [n], Ts[n], Eext[n] e EH [n] são universais, motivo pelo qual Exc[n] tam-

bém é, ou seja, estes funcionais aplicam-se a todos os sistemas para os quais a interação

part́ıcula-part́ıcula é dada pela interação de Coulomb. Expressamos Eext[n] e EH [n], res-

pectivamente, por

Eext[n] =

∫
d3rv(r)n(r), (3.35)

EH [n] =
1

2

∫
d3r

∫
d3r′n(r)w(r, r′)n(r′). (3.36)

Consideremos, agora, uma densidade n(r) próxima da verdadeira densidade ele-

trônica de estado fundamental n0(r),

n(r) = n0(r) + δn(r), (3.37)

de forma que devemos analisar o comportamento de (3.33) nesta proximidade. Para tanto,

expressamos a variação de E[n] na forma,

δE[n] = δTs[n] + δEH [n] + δEext[n] + δExc[n]. (3.38)

A expansão em série de Taylor do funcional E[n] em torno de n(r) = n0(r) nos fornece,

E[n(r)] = E[n0(r)] +

∫
d3r

δE[n(r)]

δn(r)

∣∣∣∣∣
n=n0

[n(r)− n0(r)] +O(δn2), (3.39)
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que combinada com a equação variacional,

δ

δn(r)

{
E[n(r)]− µ

(∫
d3rn(r)−N

)}

n(r)=n0(r)

= 0, (3.40)

passa a ser escrita como,

E[n(r)] = E[n0(r)] +

∫
d3rµδn(r) +O(δn2). (3.41)

Restringindo a análise do funcional E[n] a um número fixo de part́ıculas, isto é,

∫
d3rn(r) =

∫
d3rn0(r) ⇒

∫
d3rδn(r) = 0, (3.42)

obtemos como resultado,

δE[n(r)] = E[n0(r) + δn(r)]− E[n0(r)] = O(δn2). (3.43)

Devemos agora analisar individualmente cada componente de (3.38), de forma que inici-

amos por δTs[n] = Ts[n0(r) + δn(r)] − Ts[n0(r)]. Como expresso por (3.31), os orbitais

φi são funcionais únicos da densidade eletrônica do estado fundamental, de forma que

qualquer variação δn(r) deve corresponder a uma única variação δφi, em outras palavras,

qualquer densidade n0(r)+δn(r) corresponde a um único conjunto de orbitais φi+δφi [48].

Fazendo o uso de (3.30), uma variação de Ts[n] é dada por†,

δTs[n] =
(−i~)2

2me

∑

i,σ

Θi

∫
d3r{δφ∗i (rσ)∇2φi(rσ) + φ∗i (rσ)∇2δφi(rσ)}+O(δφ2). (3.44)

Utilizando o Teorema de Green para o cado tridimensional, conseguimos reescrever o termo

φ∗i (rσ)∇2δφi(rσ) na forma δφi(rσ)∇2φ∗i (rσ) ao considerarmos que todas as contribuições

de superf́ıcie desaparecem ou cancelam-se, ou seja, podemos escrever,

δTs[n] =
(−i~)2

2me

∑

i,σ

Θi

∫
d3r{δφ∗i (rσ)∇2φi(rσ)+δφi(rσ)∇2φ∗i (rσ)}+O(δφ2). (3.45)

Utilizando as equações (3.15) para eliminar as derivadas relacionadas ao operador ∇2,

encontramos,

δTs[n] =
∑

i,σ

Θi

∫
d3r[εi − vs(r)]{δφ∗i (rσ)φi(rσ) + φ∗i (rσ)δφi(rσ)}+O(δφ2). (3.46)

†Ver apêndice B, subseção B.1 para equação (3.44) e subseção B.2 para equação (3.45)
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Podemos escrever, considerando novamente que qualquer variação δn(r) corresponde a

uma única variação δφi, que

δn(r) =
∑

i,σ

Θi{δφ∗i (rσ)φi(rσ) + φ∗i (rσ)δφi(rσ)}+O(δφ2), (3.47)

a qual, através de uma normalização apropriada,

∫
d3r|φi(rσ) + δφi(rσ)|2 =

∫
d3r|φi(rσ)|2, (3.48)

nos permite escrever (3.46) na forma final†

δTs[n] = Ts[n0(r) + δn(r)]− Ts[n0(r)] = −
∫
d3rvs(r)δn(r) +O(δn2) (3.49)

A variação do funcional energia associado ao termo de Hartree é dada por,

δEH [n] = EH [n0(r)+δn(r)]−EH [n0(r)] =

∫
d3r

∫
d3r′δn(r)w(r, r′)n0(r′)+O(δn2),

(3.50)

enquanto que a do funcional associado ao potencial externo v(r) do sistema interagente

assume a forma,

δEext[n] = Eext[n0(r) + δn(r)]− Eext[n0(r)] =

∫
d3rv(r)δn(r) (3.51)

Pelo fato de não termos o conhecimento, até o momento, da forma exata do funcional

Exc[n], o que não é surpresa, uma vez que nele estão contidos todos os efeitos complicados

de muitas part́ıculas, é apenas posśıvel realizar a expansão formal deste funcional em série

de Taylor, motivo pelo qual escrevemos,

δExc[n] = Exc[n0(r)+δn(r)]−Exc[n0(r)] =

∫
d3r

δExc[n(r)]

δn(r)

∣∣∣∣∣
n=n0

δn(r)+O(δn2), (3.52)

Substituindo (3.43), (3.49), (3.50), (3.51) e (3.52) em (3.38), desprezando os termos de

ordem superior O(δn2), chegamos a,

0 =

∫
d3r

{
vs(r)−

∫
d3r′w(r, r′)n0(r′)− v(r)− δExc[n(r)]

δn(r)

∣∣∣∣∣
n=n0

}
δn(r), (3.53)

†Ver apêndice B, subseção B.3 para δn(r) e δTs[n] e subseção B.4 para δEH [n]. A dedução de δEext[n]
é realizada de modo direto, seguindo a mesma linha de δEH [n].
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que é válida para uma variação arbitrária δn(r) que satisfaça (3.40). Podemos concluir,

a partir de (3.53), que,

vs(r) = v(r) + vH [n0](r) + vxc[n0](r), (3.54)

onde vH é o potencial de Hartree,

vH [n](r) =

∫
d3r′w(r, r′)n(r′), (3.55)

e o potencial de troca e correlação, vxc fica definido como,

vxc[n](r) =
δExc[n(r)]

δn(r)
. (3.56)

A equação (3.54) é a pedra angular na teoria elaborada por Hohenberg, Kohn e Sham

(HKS). Ela mostra que o potencial externo associado ao sistema efetivo de elétrons não

interagentes contém informações sobre o sistema real interagente. Aqui está o grande

triunfo da DFT. Para conhecer algumas propriedades do sistema interagente não preci-

samos necessariamente solucionar a equação de muitos corpos associadas a ele. Ao invés

disso, podemos conectá-lo através da densidade eletrônica do estado fundamental ao sis-

tema efetivo de KS e solucionar as equações (3.15), cujo potencial externo de part́ıcula

única é assumido ser o potencial efetivo (3.54). O esquema HKS viabiliza a determinação

de algumas propriedades do sistema interagente a partir da solução das assim chamadas

equações de Kohn-Sham,

[
− ~2

2me

∇2 + v(r) + vH [n0](r) + vxc[n0](r)

]
φi(rσ) = εiφi(rσ). (3.57)

Até este ponto a DFT é exata. Entretanto, para conseguir mapear os siste-

mas interagentes, precisamos conhecer a forma do funcional energia de troca e correlação

Exc[n(r)]. Até o momento, a forma deste funcional é desconhecida e a única alternativa

dispońıvel é fazer seu tratamento através de algum tipo de aproximação (é neste ponto

que as aproximações dentro da DFT são inseridas). A fim de tratar Exc[n(r)] foram

desenvolvidas algumas aproximações, dentre as quais, Aproximação da Densidade Lo-

cal (LDA), Aproximação do Gradiente Generalizado (GGA), Aproximação da Densidade

Ponderada (WDA), Correção Auto-interagente da Densidade Local (SIC-LDA), Meta-

GGA (MGGA), Aproximação da Densidade Local com correção da repulsão coulombiana

(LDA+U), dentre outras. Uma abordagem detalhada destas aproximações para o funcio-

nal energia de troca e correlação é encontrada em Engel et al. [48]. Mais adiante, quando

necessário, faremos as considerações apropriadas a cada aproximação de interesse.
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3.3.3 Aspectos computacionais

As equações de KS (3.57) são resolvidas de maneira autoconsistente. Como a

maioria dos sistemas quânticos de interesse contém um grande número de átomos e molé-

culas (e por consequência um grande número de elétrons) seria imposśıvel solucionar estas

equações sem o uso de computadores. Na verdade, é graças a implementação computa-

cional que a DFT torna-se amplamente aplicável. Entretanto, a depender do tamanho,

nem todos os tipos de sistemas podem ser abordados. A aplicabilidade computacional da

Teoria tem como barreira a potência (ou capacidade) atual dos computadores. Sistemas

quânticos simples, com poucos átomos, podem ter seus cálculos computacionais autocon-

sistentes feitos em minutos ou horas. Por outro lado, dependendo do número de átomos, os

cálculos computacionais podem demorar de semanas a meses, exigindo muitas vezes uma

quantidade significativa de memória RAM e outra mais significativa ainda de memória de

armazenamento em disco ŕıgido, sendo o custo financeiro de aquisição da primeira muito

superior ao da segunda. O número de operações irá se refletir no tempo computacional,

que tem influência direta no consumo de energia elétrica e, obviamente, com o desgaste

de hardware. Quando nos referimos a computadores, na verdade queremos nos referir a

supercomputadores, pois enquanto um computador de uso pessoal padrão consegue ter

em média 8GB de memória RAM e 1TB de memória de armazenamento, um cálculo

ab initio DFT pode exigir, por exemplo, 100GB de memória RAM e gerar facilmente

1TB de arquivos temporários. Então, os computadores usados para estes tipo de cál-

culo ab initio possuem capacidade muito superior aos computadores convencionais. Como

exemplo, podemos citar o Cluster alocado no Laboratório de Modelagem e Simulação

Computacional - LMSC da Universidade Federal do Amazonas, no qual foram realizados

os cálculos computacionais apresentados na presente tese, que possui 512GB de memória

RAM e 7TB de memória de armazenamento. Como se espera, o custo de infraestrutura

computacional para tornar viável as pesquisas via DFT pode ser elevado, dependendo

da análise de viabilidade técnica do pesquisador usá-la de maneira adequada e eficiente.

Podemos pensar, em primeiro momento, que os centros de pesquisa que têm os melhores

e mais potentes computadores estão em vantagem, mas no ponto de vista do autor, isto

é apenas em parte. Quem realmente está em vantagem é quem usa a infraestrutura de

maneira adequada, uma vez que seu uso incorreto gera um grande prejúızo do ponto de

vista econômico e cient́ıfico. Devemos avaliar se é fact́ıvel abordar certos sistemas por

meio da modelagem e simulação computacional via DFT. Caso os estudos de viabilidade

acuse que não seja fact́ıvel, deve-se buscar outras abordagens dispońıveis.

Existem mais de oito dezenas de software que viabilizam as modelagens e si-

mulações computacionais via DFT [74], embora cada um desses softwares tenha as suas

particularidades, principalmente no quesito usabilidade. Em seu núcleo central todos eles
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solucionam as equações (3.57) de maneira autoconsistente de acordo com os seguintes

procedimentos:

i) Inicialmente define-se a densidade eletrônica tentativa n0(r).

ii) Com a densidade de carga n0(r) resolve-se a equação (3.57) para se determinar as

funções de onda de uma part́ıcula, φi(rσ).

iii) Conhecidas as funções de onda φi(rσ), calcula-se a densidade eletrônica a partir do

passo (ii),

n0s(r) =
∑

σ=↑,↓

N∑

i=1

Θi|φi(rσ)|2.

iv) Compara-se a densidade eletrônica n0s(r) com a densidade eletrônica tentativa

n0(r). Se a diferença entre elas for menor que a precisão previamente definida, então

fica determinada a densidade eletrônica do estado fundamental, que pode ser usada

para calcular a energia total. Caso a diferença entre essas densidades seja maior do

que a precisão desejada, atualiza-se a densidade n0(r) fazendo-se n0(r) = n0s(r), e

reinicia-se o processo a partir do passo (ii).

Observemos que em tal processo o potencial de troca e correlação deve ser previamente de-

finido e como já mencionado, é necessário se fazer do uso de aproximações para descrevê-lo.

O processo autoconsistente acima descrito está representado no fluxograma apresentado

na figura (3.4).
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v(r) = −∑I
ZI

|r−RI |

Densidade eletrônica
tentativa inicial n0(r)

∇2vH(r) = 4πn0(r) vxc(r) = δExc[n]
δn (r)

vs(r) = v(r) + vH(r) + vxc(r)

[
−∇2

2 + vs(r)
]
φi(rσ) = εiφi(rσ)

n0s(r) =
∑
i,σ Θi|φi(rσ)|2

n0(r) converge? Simnão

Calcula as energias e
a densidade eletrônica

Figura 3.4 - Processo autoconsistente de solução da equação de KS (3.57).

3.4 Cálculo das propriedades mecânicas

As propriedades mecânicas serão determinadas por meio das constantes elásticas na

aproximação da energia total de segunda ordem na deformação, que estão relacionadas aos

potenciais interatômicos, ao espectro de fônons, à estabilidade estrutural e transição de

fase, bem como às equações de estado. Utilizar-se-á o software Quantum Espresso [13,14]

para calcular os autoestados do sistema, os quais serão tomados como elementos de en-

trada para o software “ElaStic” [75] calcular as constantes elásticas das monocamadas de

ZnX (X = O, S, Se, Te). Com essas constantes conhecidas, determinar-se-á as proprie-

dades mecânicas daquelas monocamadas, tais como o equivalente ao módulo volumétrico

em duas dimensões, denominado módulo de camada B2D, o módulo de Young Y 2D, o

coeficiente de Poisson (ν2D) e o módulo de cisalhamento G2D.
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Conforme a abordagem dada por Golesorkhtabar et al. [75], na aproximação de

segunda ordem na deformação η, a energia total E do cristal é escrita como

E(η) = E(0) + V0

3∑

i,j=1

τ
(0))
ij ηij +

V0

2!

3∑

i,j,k,l=1

Cijklηijηkl + . . . , (3.58)

onde V0 é o volume da estrutura, ηij são as componentes do tensor η, τij são as componentes

do tensor tensão τ e Cijkl são as constantes de rigidez elásticas, componentes do tensor

de quarta ordem C, que associa o tensor τ ao tensor η pela relação

τij =
3∑

k,l=1

Cijklηkl. (3.59)

Para simplificar a notação, usa-se a devida a Voigt, pela qual cada par de ı́ndices

Cartesianos ij é substitúıdo por um único ı́ndice α, conforme a convenção abaixo:

Tabela 3.1 - Convenção da notação de Voigt para as constantes elásticas Cijkl .

ij 11 22 33 23 13 12
α 1 2 3 4 5 6

Com essa convenção de notação, a energia total passa a ser escrita como

E(η) = E(0) + V0

3∑

α

τ (0))
α ηα +

V0

2!

3∑

α,β

Cαβηαηβ + . . . , (3.60)

e a tensão como

τα =
∑

β

Cαβηβ. (3.61)

Das equações (3.60) e (3.61) pode-se calcular as constantes elásticas usando-se uma

das seguintes formas:

Cα,β =
1

V0

∂2E

∂ηα∂ηβ

∣∣∣∣
η=0

(3.62)

ou

Cα,β =
∂τα
∂ηβ

∣∣∣∣
η=0

(3.63)
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Neste trabalho o cálculo das constantes elásticas Cα,β será realizado utilizando-se

a primeira forma dada pela equação (3.62).

Para sistemas tridimensionais, a partir das constantes elásticas Cα,β, calcula-se os

módulos volumétrico BV e de cisalhamento GV na abordagem de Voigt [75], com os quais

se determina o módulo de Young Y e o coeficiente de Poisson ν, conforme as equações a

seguir:

BV =
1

9
[(C11 + C22 + C33) + 2(C12 + C13 + C23)] (3.64)

GV =
1

15
[(C11 + C22 + C33)− (C12 + C13 + C23) + 3(C44 + C55 + C66)] (3.65)

Y =
9BVGV

3BV +GV

(3.66)

ν =
3BV − 2GV

2(3BV +G)
(3.67)

No presente trabalho, estuda-se os sistemas bidimensionais ZnX(X= O, S, Se, Te)

em uma rede hexagonal, para os quais é necessário adaptar as equações acima. No cál-

culo do módulo volumétrico, por exemplo, a amostra é submetida a uma compressão

hidrostática. É pouco provável que um corpo bidimensional sujeito a um esforço de com-

pressão planar não sofra enrugamento, inviabilizando o processo de medição. Neste caso,

seguir-se-á a abordagem dada por Andrew et al. [76], na qual determina-se o equiva-

lente ao módulo módulo volumétrico em duas dimensões, denominado módulo de camada

B2D (em N/m), o módulos de Young Y 2D (em N/m) e o módulo de cisalhamento G2D

em (N/m), multiplicando-se BV , Y e GV , dados pelas equações (3.64), (3.65) e (3.66),

respectivamente, pela altura da camada de vácuo hvácuo.

Para uma rede hexagonal, a matriz elástica é dada por [77]:

C =




C11 C12 0 0 0 0

C12 C11 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 C66




, (3.68)

onde Cαβ constantes elásticas, levando-se em conta que C13 = C31 = 0 e C44 = 0, uma

vez que, de acordo com a Tabela 3.1, esses termos estão associados à dimensão (3) fora

do plano da rede (C13 = C1133 e C44 = C2323). Devido à simetria hexagonal, C11 = C22 e

C12 = C21. A constante elástica C66 está associada às constantes C11 e C12 [76], de acordo
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com a relação:

C66 =
1

2
(C11 − C12) . (3.69)

Assim, considerando-se as constantes elásticas dadas pela matriz elástica (3.68),

para um sistema hexagonal bidimensional [76], B2D, G2D, Y 2D e ν2D são escritos como

B2D =
1

4
(C11 + C22 + 2C12)hvácuo (3.70)

G2D =
1

2
(C11 − C12)hvácuo (3.71)

Y 2D
[10] =

1

C22

(
C11C22 − C2

12

)
hvácuo (3.72)

Y 2D
[01] =

1

C11

(
C11C22 − C2

12

)
hvácuo (3.73)

ν2D
[10] =

C12

C22

(3.74)

ν2D
[01] =

C12

C11

(3.75)

3.5 Cálculo das propriedades termoelétricas

As propriedades termoelétricas serão determinadas de acordo com as equações de

transporte de Boltzmann [78], pelas quais a densidade de corrente, J, e a corrente térmica,

JQ, são expressas em termos da condutividade elétrica, σ, do coeficiente Seebeck, S, e da

condutividade térmica, K, por

J = σ (E− S∇T ) (3.76)

JQ = TσSE−K∇T. (3.77)

Em geral, σ, S, e K, são tensores 3× 3 dependentes do potencial qúımico µ e da tempe-

ratura T. Conforme a documentação do software “wannier90.x”, podemos escrever

[σ]ij(µ,T) = e2

∫ −∞

+∞
dε

(
−∂f(ε, µ,T)

∂ε

)∑

ij

(ε), (3.78)

[σS]ij(µ,T) =
e2

T

∫ −∞

+∞
dε

(
−∂f(ε, µ,T)

∂ε

)
(ε− µ)

∑

ij

(ε), (3.79)

[K]ij(µ,T) =
1

T

∫ −∞

+∞
dε

(
−∂f(ε, µ,T)

∂ε

)
(ε− µ)2

∑

ij

(ε), (3.80)

κe = K− SσST, (3.81)
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onde κe representa a condutividade térmica eletrônica, σS representa produto de tensores

σ e S, f(ε, µ,T) é a função de Fermi-Dirac,

f(ε, µ,T) =
1

e(ε−µ)/kBT + 1
(3.82)

e
∑

ij(ε) é definida como a função de distribuição transporte (TDF, de Transport Distri-

bution Function), dada por

∑

ij

(ε) =
1

V

∑

n,k

νi(n, k)τ(n, k)δ(ε− En,k). (3.83)

Na equação (3.83), En,k é a energia da n-ésima banda em k, νi(n, k) é a i-ésima

componente da velocidade da n−ésima banda em k, τ é o tempo de relaxação, V é

o volume da célula unitária e a soma é sobre todas as bandas n e todos os estados k’s,

incluindo os spins. Assumiremos a aproximação do tempo de relaxação, pela qual o tempo

de relaxação τ é considerado constante, independente da banda e de k.

A condutividade térmica total é dada pelas contribuições da condutividade térmica

eletrônica, κe, e da condutividade térmica da rede, κL, escrevendo-se

κ = κe + κL. (3.84)

Neste trabalho κL será calculada por um método h́ıbrido, utilizando-se a função

de Slack [79, 80] e DFT+U. Para isso, desenvolveu-se aqui uma modificação da equa-

ção de Slack, originalmente proposta para calcular a condutividade térmica da rede, κL,

de sistemas tridimensionais, a fim de se obter essa propriedade para redes hexagonais

bidimensionais. Escreve-se essa equação como

κL = A
Maδθ

3
e

n2/3γ2T
, (3.85)

onde Ma é a massa atômica média, dada pela massa atômica contida na célula unitária

dividida pelo número de átomos, δ2 será tomada como a área da célula unitária por átomo,

θe é a temperatura de Debye calculada em termos dos parâmetros elásticos, n é o número

de átomos na célula unitária, γ é o parâmetro de Grüneissen, que descreve o efeito da

mudança de volume sobre as propriedades vibracionais do cristal [81], T é a temperatura

em Kelvin, e A é uma constante escrita na forma

A =
2, 43× 10−6

1− 0.514
γ

+ 0,288
γ2

, (3.86)

com a adoção das seguintes unidades: κL em Wm−1K−1, δ em Angstrom, Ma em unidades
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atômicas de massa (u.a.m.) e a temperatura T em Kelvin [82,83].

Para calcular a condutividade térmica da rede, dada pela equação(3.85), é neces-

sário determinar a temperatura de Debye e o parâmetro de Grüneisen. De acordo com as

referências [84] e [85], a temperatura de Debye é escrita como

θe =

(
h

kB

)(
3n

4πVc

)1/3

v̄s, (3.87)

onde h é a constante de Planck, kB a constante de Boltzmann, Vc o volume da célula

unitária e v̄s a velocidade média do som, obtida da equação a seguir:

v̄s =

[
1

2

(
1

v3
L

+
1

v3
T

)]−1/3

, (3.88)

em que vL e vT são as velocidades do som nas direções longitudinal e transversal no plano

atômico, tendo-se em conta que a velocidade de propagação do som na direção perpendi-

cular a esse plano é nula. Essas velocidades são calculadas a partir do conhecimento da

matriz elástica C dada pela equação (3.68), usando-se a equação secular de Christoffel [86]:

∣∣∣∣∣∣∣

Γ11 − ρv2 Γ12 Γ13

Γ12 Γ22 − ρv2 Γ23

Γ13 Γ23 Γ33 − ρv2

∣∣∣∣∣∣∣
= 0, (3.89)

onde v é a velocidade do som, ρ é a densidade de massa do material e

Γ`i = C`jkisjsk, (3.90)

em que os ı́ndices duplicados subentendem um somatório sobre os mesmos e si é a i−ésima
componente do vetor unitário s na direção de propagação da onda.

Substituindo-se as entradas Cij da matriz elástica C, representada pela equação

(3.68), na equação (3.90), encontra-se Γij em termos daquelas constantes elásticas e das

componentes do vetor s:

Γ11 = C11s
2
1 + C66s

2
2

Γ12 = (C12 + C66) s1s2

Γ13 = 0 (3.91)

Γ22 = C66s
2
1 + C22s

2
2

Γ23 = 0

Γ33 = 0.
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Nas equações (3.91) levou-se em conta as carateŕısticas isotrópicas do sistema, pelas

quais Γij = Γji, e a simetria da rede hexagonal, em razão da qual C22 = C11.

Substituindo-se Γij dados pelas equações (3.91) na equação de Christoffel (3.89),

obtém-se a equação caracteŕıstica para uma rede hexagonal bidimensional:

∣∣∣∣∣∣∣

C11s
2
1 + C66s

2
2 − ρv2 (C12 + C66) s1s2 0

(C12 + C66) s1s2 C66s
2
1 + C11s

2
2 − ρv2 0

0 0 −ρv2

∣∣∣∣∣∣∣
= 0. (3.92)

Agora, considerar-se-á que o vetor s = (s1, s2, s3) tenha as suas componentes s1 e

s2 paralelas ao plano atômico e a componente s3 perpendicular a esse plano, e que o som

se propaga ao longo da direção s1. Nesse caso, como a direção da propagação do som

coincide com a direção s1, tem-se que s2 = s3 = 0. Assim, a equação (3.92) para uma

rede hexagonal bidimensional se reduz a

∣∣∣∣∣∣∣

C11 − ρv2 0 0

0 C66 − ρv2 0

0 0 −ρv2

∣∣∣∣∣∣∣
= 0, (3.93)

tendo como solução

vs1 =

√
C11

ρ
(3.94)

vs2 =

√
C11 − C12

2ρ
(3.95)

vs3 = 0, (3.96)

em que se escreveu C66 em termos de C11 e C22 por meio da equação 3.69.

Considerando que, por definição, o som se propaga na direção s1, com velocidade

vs1 , esta será chamada de velocidade longitudinal vL = vs1 . A resultante das velocidades

nas direções transversais é dada por vT =
√
v2
s2

+ v2
s3

= vs2 . Escrevendo-se C11 e C12 em

termos de B2D e G2D, via as equações (3.70) e (3.71), as velocidades longitudinal vL e

transversal vT do som passam a ser escritas como

vL =

√
B2D +G2D

ρ2D
(3.97)

vT =

√
G2D

ρ2D
(3.98)
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onde ρ2D = ρ× hvácuo é a densidade superficial de massa.

Considerando um sistema bidimensional, o parâmetro de Grüneisen γ2D [87] é

definido como

γ2D =
α2DAcB

2D

C2D
V

, (3.99)

onde α2D é o coeficiente de expansão térmica superficial, B2D é o módulo volumétrico

bidimensional (módulo de camada) e C2D
V o calor espećıfico a volume constante bidimen-

sional. Segundo o desenvolvimento dado em [88] para o cálculo da expansão térmica

volumétrica, o coeficiente de expansão térmica para um sistema bidimensional pode ser

escrito na forma:

α2D =
4C2D

V

πρ2DAcv2
qm

, (3.100)

onde vqm é a velocidade quadrática média escrita como:

vqm =

√
v2
L + v2

T

2
. (3.101)

Substitundo a equação (3.100) na equação (3.99), obtém-se

γ2D =
4B2D

πρ2Dv2
s

. (3.102)

Em termos das velocidades do som longitudinal, equação (3.97), e transversal,

equação (3.98), γ2D pode ser escrito como

γ2D =
8

π

v2
L − v2

T

v2
L + v2

T

(3.103)

3.6 Cálculo das propriedades ópticas

As propriedades ópticas serão obtidas a partir do cálculo da função dielétrica com-

plexa εα,β(ω), que será determinada pela execução do software “epsilon.x”, que faz parte

do pacote do Quantum Espresso [13, 14]. Segundo o que consta na documentação do

“epsilon.x”, usando-se a teoria de perturbação adiabática, a parte imaginária do tensor
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função dielétrica é dada por

ε2α,β(ω) =
4πe2

ΩNkm2

∑

n,k

df(Ek,n)

dEk,n

ηωM̂α,β

ω4 + η2ω2
+

+
8πe2

ΩNkm2

∑

n6=n′

∑

k

M̂α,β

Ek,n′ − Ek,n

Γωf(Ek,n)
[
(ωk,n′ − ωk,n)2 − ω2

]2
+ Γ2ω2

(3.104)

e a parte real é obtida da transformação de Kramers-Kronig:

ε1α,β(ω) = 1 +
2

π

∫ ∞

0

ω′ε2α,β(ω′)

ω′2 − ω2
dω′

= 1− 4πe2

ΩNkm2

∑

n,k

df(Ek,n)

dEk,n

ω2M̂α,β

ω4 + η2ω2
+

+
8πe2

ΩNkm2

∑

n6=n′

∑

k

M̂α,β

Ek,n′ − Ek,n

[
(ωk,n′ − ωk,n)2 − ω2

]
f(Ek,n)

[
(ωk,n′ − ωk,n)2 − ω2

]2
+ Γ2ω2

, (3.105)

em que Γ e η são parâmetros de suavização dos somatórios em k e os elementos de matriz

M̂α,β são dados por

M̂α,β = 〈uk,n′ |p̂α|uk,n〉〈uk,n|p̂†β|uk,n′〉

∝ u?k,n′(r)
d

dxα
uk,n(r)u?k,n(r)

d

dxβ
uk,n′(r), (3.106)

onde |uk,n〉 é um fator da função de Bloch de uma part́ıcula obtidas do cálculo de DFT+U

executando o Quantum Espresso no modo ”scf”, e p̂α é o dipolo elétrico.

O ı́ndice de refração (nα,β ) e coeficiente de extinção (κα,β ) estão diretamente

associados à função dielétrica do material, sendo escritos como

nα,β(ω) =
1√
2

((
ε1α,β(ω)2 + ε2α,β(ω)2

)1/2
+ ε1α,β(ω)

)1/2

(3.107)

κα,β(ω ) =
1√
2

((
ε1α,β(ω)2 + ε2α,β(ω)2

)1/2 − ε1α,β(ω)
)1/2

. (3.108)

Com o ı́ndice de refração e o coeficiente de extinção obtidos, calcula-se a absorção

óptica αjj por meio da equação:

αα,β(ω) =
2κα,β(ω)ω

c
, (3.109)
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onde c é a velocidade da luz no vácuo.

3.7 Funções de Green e o método da equação do movimento

Quando lidamos com modelos que descrevem as propriedades de um sistema

quântico de N -part́ıculas, frequentemente desenvolvemos os cálculos no regime de tem-

peratura nula. Naturalmente, este não é o comportamento real encontrado na natureza,

pois apesar de muitas vezes se encontrarem a baixas temperaturas, sistemas reais nunca

estão a 0K. O que, então, justifica o cálculo neste regime? Para responder esta pergunta

devemos ter em mente que esta abordagem nos fornece o estado fundamental, fator chave

para compreensão das propriedades do sistema como um todo, uma vez que frequente-

mente descrevemos um sistema através de seu estado fundamental mais suas eventuais

excitações [89].

Em F́ısica de muitas part́ıculas, as funções de Green são frequentemente in-

terpretadas como propagadores. Seu formalismo é baseado no uso destas funções para

descrever a propagação de uma ou mais part́ıculas espećıficas [90]. Um propagador é

definido em termos da adição[remoção] de uma part́ıcula ao[do] estado fundamental de

N -part́ıculas [91]. A razão pela qual assim são interpretadas é que elas fornecem a am-

plitude de probabilidade de uma part́ıcula inserida no ponto r′ no tempo t′ se propagar

para a posição r no tempo t. Apenas parte de toda informação contida na função de onda

do sistema consegue ser expressa através das funções de Green. Dentro de uma coleção

de funções, a função retardada de Green é a que mensura precisamente a densidade de

estados quando uma part́ıcula é adicionada ao estado fundamental de N -part́ıculas [92]

sem haver qualquer outra modificação a este estado [90].

Definiremos as funções retardadas de Green de uma part́ıcula† adicionada ao

estado fundamental do sistema quântico de N -part́ıculas e usaremos o método da equação

de movimento para determiná-las. Temos o intuito de determinar a função espectral, que

contém a informação sobre a densidade de estados e o número de ocupação. No modelo

que adotaremos no Caṕıtulo 4, este último será determinado autoconsistentemente.

3.7.1 Funções de Green e a equação do movimento

Consideremos a adição de um elétron ao estado fundamental do sistema definido

pelo Hamiltoniano H escrito na base âkσ, â
†
kσ. Definimos a função de Green retardada

†Apesar de serem denominadas funções de Green de uma part́ıcula, elas são verdadeiros objetos de N -
part́ıculas, pois descrevem a propagação de uma part́ıcula governada pelo Hamiltoniano de N -part́ıculas
[92]
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diagonal nos números quânticos k e σ como

GR(âkσ, t− t′) = −iθ(t− t′) 〈{âkσ(t), â†kσ(t′)}〉 , (3.110)

onde GR(âkσ, t− t′) descreve a propagação deste elétron. Na presente tese, as funções de

Green serão determinadas pelo método da equação de movimento. Para isso, diferencia-

mos ambos os lados da equação (3.110) †,

i
∂

∂t
GR(âkσ, t−t′) = δ(t−t′) 〈{âkσ(t), â†kσ(t′)}〉−iθ(t−t′) 〈{i ∂

∂t
âkσ(t), â†kσ(t′)}〉 , (3.111)

e usamos a equação de movimento de Heisenberg para o operador âkσ(t), no sistema de

unidades atômicas, dada por

i
∂

∂t
âkσ(t) = −[ĤR, âkσ](t). (3.112)

3.7.2 Função espectral e número de ocupação: Um Teorema sobre as funções retar-

dadas de Green no domı́nio da frequência

Podemos comparar a função retardada de Green no domı́nio da frequência a uma

espécie de “diamante bruto”, a qual precisamos lapidar para extrair as informações por

ela transportada. O objetivo deste processo é obter sua parte imaginária, que é necessária

para determinar a função espectral, associada a densidade de estados, e o número de

ocupação. Estas duas quantidades são importantes, pois, em geral, são relacionadas às

autoenergias do sistema. No entanto, o processo de “lapidação” muitas vezes não é trivial

e demanda um minucioso tratamento algébrico.

Apresenta-se, a seguir, um teorema cuja demonstração foi desenvolvida na pre-

sente tese, conforme apresentada no apêndice C. Tal teorema, uma vez satisfeito, simplifica

o processo de determinação da parte imaginária, função espectral e número de ocupação‡,

razão pela qual será utilizado nesta tese.

Teorema 1. Seja GR(p̂ν, ω) ∈ C a função retardada de Green diagonal no estado ν,

associada ao operador p̂, escrita no domı́nio da frequência como:

GR(p̂ν, ω) =
Λ1(p̂ν, ω) + iηΛ2(p̂ν, ω)

Λ3(p̂ν, ω) + iηΛ4(p̂ν, ω)
, (3.113)

†Usamos o fato que: ∂
∂tθ(t− t′) = δ(t− t′)

‡Além da demonstração, o apêndice C contém outras aplicações
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com Λ4(p̂ν, ω) 6= 0, de modo que

Λ2(p̂ν, ω) =
d

dω
Λ1(p̂ν, ω) (3.114)

Λ4(p̂ν, ω) =
d

dω
Λ3(p̂ν, ω), (3.115)

onde i é a unidade imaginária, η é um número infinitesimal e Λj(p̂ν, ω) ∈ < são funções

diferenciáveis, com j = {1, 2, 3, 4}.

Sejam ωl = {ω1, ..., ωN} as ráızes de Λ3(p̂ν, ω) = 0.

Se Λ4(p̂ν, ωl) 6= 0, então a parte imaginária, a função espectral e o número de

ocupação associados a GR(p̂ν, ω) ficam determinados respectivamente por:

ImGR(p̂ν, ω) = −πΛ1(p̂ν, ω)

Λ4(p̂ν, ω)

∑

l

δ(ω − ωl), (3.116)

A(p̂ν, ω) = 2π
Λ1(p̂ν, ω)

Λ4(p̂ν, ω)

∑

l

δ(ω − ωl), (3.117)

〈n̂pν〉 =
∑

l

nF (ωl − µ)
Λ1(p̂ν, ωl)

Λ4(p̂ν, ωl)
, (3.118)

onde nF (ωl − µ) é a função de Fermi-Dirac e µ o potencial qúımico do sistema.

Corolário 1. Uma vez que a função espectral A(p̂ν, ω) satisfaz a regra de soma:

∫ ∞

−∞

dω

2π
A(p̂ν, ω) = 1, (3.119)

então

∑

l

Λ1(p̂ν, ωl)

Λ4(p̂ν, ωl)
= 1. (3.120)

Corolário 2. Os valores de ω para os quais

Λ4(p̂ν, ω) =
d

dω
[Λ3(p̂ν, ω)] = 0 (3.121)

conduzem a singularidades na função espectral e no número de ocupação.



Caṕıtulo 4

Um modelo para o grafeno sobre

substrato com interação de Hubbard

Neste caṕıtulo propõe-se um modelo de Hamiltoniano de dupla camada, repre-

sentativo de uma estrutura constitúıda por uma camada de grafeno sobre um substrato

de estrutura hexagonal, levando em conta as interações de Hubbard [6–11] nas suas sub-

redes. Usa-se o método da equação do movimento para determinar as funções retardadas

de Green, em conjunção com o Teorema 1, para determinar a função espectral e o número

de ocupação, conforme desenvolvido nas subseções 3.7.1 e 3.7.2. Com o cálculo auto-

consistente do número de ocupação no espaço dos momentos, obtém-se as propriedades

eletrônicas do Hamiltoniano proposto. Inicialmente, desenvolve-se os cálculos para a mo-

nocamada isolada do substrato e, em seguida, os cálculos correspondentes para a dupla

camada constitúıda pela superposição de uma camada de grafeno sobre o substrato.

Deixa-se para os caṕıtulos seguintes os estudos de sistemas de monocamadas

atômicas usando a técnica de muitos corpos da Teoria do Funcional Densidade (DFT).

4.1 Introdução

Investigações sobre cristais bidimensionais são tradicionalmente ligadas ao estudo

de superf́ıcies. Importantes contribuições para a compreensão destes materiais remontam

aos anos de 1920 e 1930. Primeiro, com a observação direta da estrutura cristalina de uma

superf́ıcie via experimento de difração de elétrons por Davisson e Germer. Segundo, com

a formulação de um teorema sobre a impossibilidade da existência de cristais bidimensi-

onais por Landau e Peierls [93], o que mais tarde verificou-se não ser o comportamento

encontrado na natureza.

A sintetização do Grafeno a partir do grafite via método de esfoliação mecânica

em 2004, cuja estrutura é composta por a uma única camada de átomos de carbono

densamente empacotados em uma estrutura de anel de benzeno [1], provou que cristais

bidimensionais podem ser estáveis a temperaturas diferentes do zero absoluto, consoli-

dando um novo campo de pesquisa acerca destes tipos de cristais. Tais Materiais exibem

propriedades únicas devido a sua baixa dimensionalidade, uma vez que elétrons e fônons
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têm seus graus de liberdade restritos a duas dimensões. Em geral estas propriedades não

se manifestam do mesmo modo no correspondente cristal tridimensional. O grafeno ainda

é objeto de estudo devido as suas excepcionais propriedades eletrônicas e mecânicas. Es-

tudos atuais tentam verificar como estas propriedades são alteradas por defeitos [94–98],

dopagens/substituições [99–103], torções [104–107], interação com substrato [108–111],

etc.

Muitas vezes classificado como um semicondutor intŕınseco de gap nulo, o grafeno

possui próximo ao ńıvel de Fermi uma relação de dispersão linear no momento, formando

uma estrutura denominada cone de Dirac. Esta caracteŕıstica lhe confere uma alta mobi-

lidade de portadores, garantindo-lhe um importante papel na nanoeletrônica baseada em

carbono. Por outro lado, a natureza de seu gap nulo o impede de ser aplicado em dispo-

sitivos optoeletrônicos. Produzir um gap na relação de dispersão do grafeno é um grande

desafio experimental devido a robustez do cone de Dirac sob deformações e modificações

qúımicas [112–119].

Quando faz-se referencia a um substrato, fala-se de um material sólido que serve

como suporte para outros materiais, produtos ou dispositivos. Ele pode ser orgânico,

inorgânico, ŕıgido ou flex́ıvel, condutor, semicondutor ou isolante. Dependendo destas

caracteŕısticas e de como ele interage com o material depositado sobre ele, pode-se ter

mudanças significativas nas propriedades desses sistemas [2].

Apresenta-se neste caṕıtulo um estudo focado na interação entre grafeno e um

substrato de rede hexagonal que possui repulsão coulombiana local nos orbitais de seus

śıtios atômicos, afim de verificar como esta interação pode modificar o gap do sistema.

4.2 O modelo para o substrato

Inicia-se escrevendo na abordagem tight-binding o Hamiltoniano do substrato re-

presentado por uma monocamada de rede hexagonal com interação de Hubbard, conforme

figura 4.1. Entende-se por interação de Hubbard a repulsão coulombiana local nos orbitais

dos śıtios atômicos da rede.

Neste estudo considera-se uma rede não homogênea na interação de Hubbard,

de forma que a repulsão coulombiana nos śıtios da sub-rede A será diferente da repulsão

coulombiana nos śıtios da sub-rede B. Tal consideração tem por objetivo dar um caráter

mais geral à abordagem, de forma que a homogeneidade é recuperada ao fazermos a

interação de Hubbard em ambas as sub-redes se igualarem. O Hamiltoniano total do

sistema exemplificado pela figura 4.1 é escrito como:

Ĥ = Ĥlat + ĤU (4.1)
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Figura 4.1 - Representação de um sistema composto por uma monocamada de rede hexagonal. Pelo
fato da rede hexagonal não ser uma rede de Bravais, a mesma é entendida como a intercalação de duas
sub-redes triangulares, uma em azul (sub-rede A) e outra em amarelo (sub-rede B).

sendo,

Ĥlat = −
∑

〈ij〉,σ
tij,σ

[
â†σ(Ri)b̂σ(Rj) + b̂†σ(Rj)âσ(Ri)

]
(4.2)

ĤU =
∑

i

Uain̂ai↑n̂ai↓ +
∑

j

Ubjn̂bj↑n̂bj↓, (4.3)

onde â†σ(Ri), b̂
†
σ(Rj) são operadores que criam e âσ(Ri), b̂σ(Rj) são operadores que des-

troem um elétron com spin σ nos śıtios Ri[Rj] das sub-redes A[B] no espaço real, respec-

tivamente. O termo,

tij,σ =

∫
d3rΨ∗Ri,σ(r)

[
− ~2

2m
∇2 + V (r)

]
ΨRj ,σ(r) (4.4)

representa, no formalismo de segunda quantização, as energias cinética e potencial do

cristal associadas ao elétron no śıtio Ri[Rj], onde ΨRi,σ[ΨRj ,σ] é a função de Wannier

centrada no śıtio Ri[Rj] e V (r) é a energia potencial do cristal periódico [120]. Usa-

se a aproximação usualmente empregada para o termo hopping tij,σ, pela qual tij,σ é

diferente de zero apenas quando i e j são os śıtios vizinhos mais próximos, tomando

tij,σ = t = constante. A repulsão coulombiana local nos orbitais dos śıtios Ri[Rj] das

sub-redes A[B], é escrita respectivamente como:

Uai =
e2

4πε0

∫
d3rd3r′|ΨRi,σ(r)|2 1

|r− r′| |ΨRi,σ̄(r′)|2 (4.5)

Ubj =
e2

4πε0

∫
d3rd3r′|ΨRj ,σ(r)|2 1

|r− r′| |ΨRj ,σ̄(r′)|2, (4.6)

sendo σ̄ oposto a σ. Os operadores n̂aiσ e n̂bjσ representam o número de part́ıculas com

spin σ nos śıtios Ri[Rj] das sub-redes A[B]. Será assumido que a interação de Hubbard
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é constante ao longo de sua respectiva sub-rede, de forma que escreve-se Uai = Ua =

constante e Ubj = Ub = constante. Com base no exposto, escreve-se o Hamiltoniano

modelo do sistema na forma:

Ĥ = −t
∑

〈ij〉,σ

[
â†σ(Ri)b̂σ(Rj) + b̂†σ(Rj)âσ(Ri)

]
+ Ua

∑

i

n̂ai↑n̂ai↓ + Ub
∑

j

n̂bj↑n̂bj↓ (4.7)

onde

n̂aiσ = â†σ(Ri)âσ(Ri), n̂bjσ = b̂†σ(Rj)b̂σ(Rj). (4.8)

4.2.1 O Hamiltoniano no espaço dos momentos

O espaço dos momentos, também denominado espaço rećıproco, é um espaço

natural para sistemas periódicos no qual será escrito o Hamiltoniano (4.7). Para tanto,

toma-se por consideração as seguintes transformadas discretas de Fourier [92]:

âσ(Ri) =
1√
N

∑

k

eik.Ri âkσ e b̂σ(Rj) =
1√
N

∑

k′

eik
′.Rj b̂k′σ, (4.9)

onde Ri[Rj] é o vetor de Bravais sobre a i[j]-ésima célula unitária da sub-rede A[B] no

espaço real e k[k′] está na primeira zona de Brillouin (FBZ) da célula unitária da respectiva

sub-rede no espaço rećıproco. Tendo em vista o primeiro termo de (4.7), inicia-se com:

∑

〈ij〉,σ
â†σ(Ri)b̂σ(Rj) =

∑

〈ij〉,σ

1

N

∑

k

∑

k′

e−ik.Rieik
′.Rj â†kσ b̂k′σ. (4.10)

Escreve-se Ri = Rj − δj, de modo que Rj = Ri + δj, onde δj é dado pela figura 4.2.

Como cada śıtio da sub-rede A terá 3 vizinhos mais próximos pertencentes a sub-rede B,

j torna-se um ı́ndice mudo (j = 1, 2, 3), permanecendo i um ı́ndice livre, então:

∑

〈ij〉,σ
â†σ(Ri)b̂σ(Rj) =

3∑

j=1

∑

i,σ

1

N

∑

k

∑

k′

eik
′.δje−i(k−k

′).Ri â†kσ b̂k′σ

=
3∑

j=1

∑

kk′σ

eik
′.δj

δ
kk′︷ ︸︸ ︷

1

N

∑

i

e−i(k−k
′).Ri â†kσ b̂k′σ

=
3∑

j=1

∑

kσ

eik.δj â†kσ b̂kσ, (4.11)
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cujo conjugado complexo fornece:

∑

〈ij〉,σ
b̂†σ(Rj)âσ(Ri) =

3∑

j=1

∑

kσ

e−ik.δj b̂†kσâkσ. (4.12)

Os dois últimos termos de (4.7) são escritos da seguinte maneira:

∑

i

n̂ai↑n̂ai↓ =
∑

kk′

δ
kk′︷ ︸︸ ︷

1

N

∑

i

e−i(k−k
′).Ri â†k↑âk↑â

†
k′↓âk′↓ =

∑

k

â†k↑âk↑â
†
k↓âk↓ (4.13)

∑

j

n̂bj↑n̂bj↓ =
∑

kk′

δ
kk′︷ ︸︸ ︷

1

N

∑

j

e−i(k−k
′).Rj b̂†k↑b̂k↑b̂

†
k′↓b̂k′↓ =

∑

k

b̂†k↑b̂k↑b̂
†
k↓b̂k↓. (4.14)

a

AB

~δ1

~δ2

~δ3

~δ1 =
a

2
(1,
√
3) ~δ2 =

a

2
(1,−

√
3) ~δ3 = a(−1, 0)

y

x

Figura 4.2 - Rede no espaço real. Adaptado de Neto et. al [121]

Ao se substituir as equações (4.11), (4.12), (4.13) e (4.14) em (4.7), obtém-se o

Hamiltoniano modelo no espaço dos momentos:

Ĥ = −t
∑

k,σ

[Φkâ
†
kσ b̂kσ + Φ∗kb̂

†
kσâkσ] +

∑

k

[Uaâ
†
k↑âk↑â

†
k↓âk↓ + Ubb̂

†
k↑b̂k↑b̂

†
k↓b̂k↓], (4.15)

sendo

Φk =
3∑

j=1

eik.δj (4.16)

denominado fator de estrutura da rede, onde k = (kx, ky) e os operadores â†kσ, âkσ e b̂†kσ, b̂kσ
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criam e destroem um elétron com spin σ e momento k nas sub-redes A[B] no espaço

rećıproco, respectivamente. O primeiro termo da equação (4.15) (termo tight-binding)

descreve o tunelamento eletrônico entre śıtios vizinhos mais próximos e o segundo termo

expressa a interação de Hubbard, com intensidades Ua e Ub, sendo ignoradas as interações

de longo alcance.

4.2.2 Aproximação do Campo Médio

Com o objetivo de tornar o modelo solúvel, leva-se em conta a aproximação do

Campo Médio. Nela, as flutuações em torno da densidade eletrônica média do sistema

são negligenciadas [120] de forma que são feitas as seguintes transformações:

â†k↑âk↑â
†
k↓âk↓ → â†k↑âk↑ 〈â†k↓âk↓〉+ â†k↓âk↓ 〈â†k↑âk↑〉 − 〈â†k↑âk↑〉 〈â†k↓âk↓〉 (4.17)

b̂†k↑b̂k↑b̂
†
k↓b̂k↓ → b̂†k↑b̂k↑ 〈b̂†k↓b̂k↓〉+ b̂†k↓b̂k↓ 〈b̂†k↑b̂k↑〉 − 〈b̂†k↑b̂k↑〉 〈b̂†k↓b̂k↓〉 . (4.18)

Definindo,

〈n̂akν〉 = 〈â†kν âkν〉 (4.19)

〈n̂bkν〉 = 〈b̂†kν b̂kν〉 , (4.20)

e substituindo (4.17), (4.18), (4.19) e (4.20) em (4.15), encontra-se o Hamiltoniano do

sistema na aproximação do Campo Médio:

ĤMF = −t
∑

k,σ

[Φkâ
†
kσ b̂kσ + Φ∗kb̂

†
kσâkσ] +

∑

k,σ

[Uaâ
†
kσâkσ 〈n̂akσ̄〉+ Ubb̂

†
kσ b̂kσ 〈n̂bkσ̄〉]

−
∑

k

[Ua 〈n̂ak↑〉 〈n̂ak↓〉+ Ub 〈n̂bk↑〉 〈n̂bk↓〉].
(4.21)

Esta aproximação permite a solubilidade do modelo, uma vez que torna quadrático o termo

que descreve a repulsão eletrônica nos orbitais dos śıtios atômicos da rede. O último termo

de (4.21) é constante para uma dada configuração magnética e de número de part́ıculas

e não tem dependência sobre os operadores criação e destruição, mas somente sobre suas

médias [120]. Por este motivo, define-se:

ĤR = ĤMF +
∑

k

[Ua 〈n̂ak↑〉 〈n̂ak↓〉+ Ub 〈n̂bk↑〉 〈n̂bk↓〉] (4.22)

ĤR = −t
∑

k,σ

[Φkâ
†
kσ b̂kσ + Φ∗kb̂

†
kσâkσ] +

∑

k,σ

[Uaâ
†
kσâkσ 〈n̂akσ̄〉+ Ubb̂

†
kσ b̂kσ 〈n̂bkσ̄〉],

(4.23)
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onde agora deve-se diagonalizar ĤR para obter seus autovalores.

4.2.3 Autovalores de energia do sistema

Os autovalores de energia do sistema são determinados por meio da diagonalização

de ĤR na base (â†kσ, b̂
†
kσ), cuja forma matricial equivalente é dada por:

ĤR =
∑

kσ

(â†kσ, b̂
†
kσ)

(
Ua 〈n̂akσ̄〉 −tΦk
−tΦ∗k Ub 〈n̂bkσ̄〉

)(
âkσ

b̂kσ

)
. (4.24)

Diagonalizando a matriz,

Mkσ =

(
Ua 〈n̂akσ̄〉 −tΦk
−tΦ∗k Ub 〈n̂bkσ̄〉

)
, (4.25)

cuja a equação secular [122] é:

det[ε̃kσI −Mkσ] = 0, (4.26)

onde I é a matriz identidade e,

det[ε̃kσI −Mkσ] = [ε̃kσ − Ua 〈n̂akσ̄〉][ε̃kσ − Ub 〈n̂bkσ̄〉]− t2|Φk|2, (4.27)

encontram-se os autovalores de energia do sistema:

ε̃kσ± =
1

2
[Ua 〈n̂akσ̄〉+ Ub 〈n̂bkσ̄〉]±

1

2

√
[Ua 〈n̂akσ̄〉 − Ub 〈n̂bkσ̄〉]2 + 4t2|Φk|2. (4.28)

Os números de ocupação 〈n̂akσ̄〉 e 〈n̂bkσ̄〉 serão determinados autoconsistentemente usando

funções de Green conjugada com o método da equação de movimento de Heisenberg.

4.2.4 Aplicação do Método da Equação do Movimento

Nesta seção aplica-se o método da equação de movimento ao modelo proposto para

o substrato. Tomando-se por consideração a adição de um elétron ao estado fundamental

do sistema estudado, define-se as seguintes funções retardadas de Green diagonais nos

números quânticos k e σ:

GR(âkσ, t− t′) = −iθ(t− t′) 〈{âkσ(t), â†kσ(t′)}〉 (4.29)

GR(b̂kσ, t− t′) = −iθ(t− t′) 〈{b̂kσ(t), b̂†kσ(t′)}〉 , (4.30)
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onde GR(âkσ, t−t′) e GR(b̂kσ, t−t′) descrevem a propagação deste elétron nas sub-redes A

e B respectivamente. Será usado o método da equação de movimento para determiná-las.

Inicia-se este processo diferenciando ambos os lados da equação (4.29). Depois, realiza-se

o mesmo processo para a equação (4.30). Assim †,

i
∂

∂t
GR(âkσ, t−t′) = δ(t−t′) 〈{âkσ(t), â†kσ(t′)}〉−iθ(t−t′) 〈{i ∂

∂t
âkσ(t), â†kσ(t′)}〉 , (4.31)

A equação de movimento de Heisenberg para o operador âkσ(t), no sistema de unidades

atômicas, considerando o Hamiltoniano (4.23), é dada por:

i
∂

∂t
âkσ(t) = −[ĤR, âkσ](t). (4.32)

Desenvolvendo o comutador presente em (4.32), tem-se:

[ĤR, âkσ] =
∑

k′σ′

Ua 〈n̂ak′ σ̄〉 [â
†
k
′
σ′
â
k
′
σ′ , âkσ] +

∑

k
′
σ′

Ub 〈n̂bk′ σ̄〉 [b̂
†
k
′
σ′
b̂
k
′
σ′ , âkσ]

−t
∑

k
′
σ′

Φ
k
′ [â†

k
′
σ′
b̂
k
′
σ′ , âkσ]− t

∑

k
′
σ′

Φ∗
k
′ [b̂†
k
′
σ′
â
k
′
σ′ , âkσ]

(4.33)

Levando em conta a álgebra de operadores fermiônicos,

{
â†µ, â

†
µ′

}
= 0, {âµ, âµ′} = 0 e

{
âµ, â

†
µ′

}
= δµµ′ , (4.34)

mostra-se que:

[â†
k
′
σ′
â
k
′
σ′ , âkσ] = −δ

kk
′δσσ′ âk′σ′ (4.35)

[b̂†
k
′
σ′
b̂
k
′
σ′ , âkσ] = 0 (4.36)

[â†
k
′
σ′
b̂
k
′
σ′ , âkσ] = −δ

kk
′δσσ′ b̂k′σ′ (4.37)

[b̂†
k
′
σ′
â
k
′
σ′ , âkσ] = 0. (4.38)

Com base nestes resultados, ao se reescrever (4.33), obtém-se:

[ĤR, âkσ] = −Ua 〈n̂akσ̄〉 âkσ + tΦkb̂kσ, (4.39)

o que nos leva a escrever (4.32) como:

i
∂

∂t
âkσ(t) = Ua 〈n̂akσ̄〉 âkσ(t)− tΦkb̂kσ(t). (4.40)

†Usa-se o fato que: ∂
∂tθ(t− t′) = δ(t− t′)
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Substituindo (4.40) em (4.31), encontra-se†:

i
∂

∂t
GR(âkσ, t− t′) = δ(t− t′) + Ua 〈n̂akσ̄〉 [−iθ(t− t′) 〈{âkσ(t), â†kσ(t′)}〉]

−tΦk[−iθ(t− t′) 〈{b̂kσ(t), â†kσ(t′)}〉].
(4.41)

Definindo,

GR(b̂âkσ, t− t′) = −iθ(t− t′) 〈{b̂kσ(t), â†kσ(t′)}〉 , (4.42)

finalmente escreve-se,

[
i
∂

∂t
− Ua 〈n̂akσ̄〉

]
GR(âkσ, t− t′) = δ(t− t′)− tΦkGR(b̂âkσ, t− t′). (4.43)

Realizando, de forma análoga, o mesmo procedimento para a equação (4.42),

encontra-se‡,

[
i
∂

∂t
− Ub 〈n̂bkσ̄〉

]
GR(b̂âkσ, t− t′) = −tΦ∗kGR(âkσ, t− t′). (4.44)

Agora, considera-se as seguintes transformadas de Fourier entre o domı́nio do

tempo e o domı́nio da frequência,

GR(âkσ, τ) =
1

2π

∫ +∞

−∞
dωe−i(ω+iη)τGR(âkσ, ω), (4.45)

GR(b̂âkσ, τ) =
1

2π

∫ +∞

−∞
dωe−i(ω+iη)τGR(b̂âkσ, ω), (4.46)

δ(τ) =
1

2π

∫ +∞

−∞
dωe−i(ω+iη)τ , (4.47)

(4.48)

onde τ = t− t′ e η é um número infinitesimal.

Considerando as transformadas acima, pode-se escrever as equações (4.43) e (4.44)

†Sendo δ(t− t′) 〈{âkσ(t), â†kσ(t′)}〉 = δ(t− t′), devido a imposição da função delta de que t = t′ para o

termo, implicando em 〈{âkσ(t), â†kσ(t′)}〉 → 〈{âkσ(t), â†kσ(t)}〉 = 1.

‡Sendo δ(t− t′) 〈{b̂kσ(t), â†kσ(t′)}〉 = 0, devido a imposição da função delta de que t = t′ para o termo,

implicando em 〈{b̂kσ(t), â†kσ(t′)}〉 → 〈{b̂kσ(t), â†kσ(t)}〉 = 0.
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no domı́nio da frequência, respectivamente, como,

[(ω + iη)− Ua 〈n̂akσ̄〉]GR(âkσ, ω) = 1− tΦkGR(b̂âkσ, ω) (4.49)

[(ω + iη)− Ub 〈n̂bkσ̄〉]GR(b̂âkσ, ω) = −tΦ∗kGR(âkσ, ω). (4.50)

A solução do sistema de equações algébricas representado pelas equações (4.49)

e (4.50) resulta em

GR(âkσ, ω) =
1

ω + iη − Ua 〈n̂akσ̄〉 −
t2|Φk|2

ω + iη − Ub 〈n̂bkσ̄〉

. (4.51)

Com procedimento análogo, é posśıvel mostrar que

GR(b̂kσ, ω) =
1

ω + iη − Ub 〈n̂bkσ̄〉 −
t2|Φk|2

ω + iη − Ua 〈n̂akσ̄〉

. (4.52)

Com as equações (4.51) e (4.52) ficam determinadas as duas funções retardadas

de Green diagonais nos números quânticos k e σ no domı́nio da frequência.

4.2.5 Aplicação do Teorema 1 ao cálculo das funções espectrais e números de ocupação

Nesta sub-seção determina-se as funções espectrais e os números de ocupação

associados a GR(âkσ, ω) e GR(b̂kσ, ω), respectivamente, usando o Teorema 1. Inicia-se

escrevendo, após o devido tratamento algébrico, a equação (4.51) como:

GR(âkσ, ω) =
ωb + iη

ωaωb − T 2
φ + iη(ωa + ωb)

, (4.53)

em que, por conveniência, definiu-se:

ωa = ω − Ua 〈n̂akσ̄〉 , ωb = ω − Ub 〈n̂bkσ̄〉 , T 2
φ = t2|Φk|2. (4.54)

Afim de verificar se (4.53) satisfaz o Teorema 1, extrae-se, por analogia à equação

(3.113), que,

Λ1(âkσ, ω) = ωb, Λ2(âkσ, ω) = 1, Λ3(âkσ, ω) = ωaωb−T 2
φ e Λ4(âkσ, ω) = ωa+ωb,

(4.55)
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de onde verifica-se que:

Λ2(âkσ, ω) =
d

dω
[Λ1(âkσ, ω)] e Λ4(âkσ, ω) =

d

dω
[Λ3(âkσ, ω)] . (4.56)

Com um pouco de cálculos algébricos encontra-se que as ráızes de Λ3(akσ, ω) = 0

são dadas por

ω± =
1

2
[Ua 〈n̂akσ̄〉+ Ub 〈n̂bkσ̄〉]±

1

2

√
[Ua 〈n̂akσ̄〉 − Ub 〈n̂bkσ̄〉]2 + 4t2|Φk|2. (4.57)

Da equação acima obtém-se que †,

Λ4(âkσ, ω±) 6= 0. (4.58)

Portanto, com o procedimento acima, mostra-se que a equação (4.53) satisfaz ao

Teorema 1. Com isso, pode-se determinar a função espectral e o número de ocupação.

Usando as equações (3.117) e (3.118) a função espectral e o número de ocupação

são expressos, respectivamente, por:

A(âkσ, ω) = 2π

[
ω − Ub 〈n̂bkσ̄〉

2ω − Ua 〈n̂akσ̄〉 − Ub 〈n̂bkσ̄〉

]∑

l=±
δ(ω − ωl). (4.59)

〈n̂akσ〉 =
∑

l=±
nF (ωl − µ)

[
ωl − Ub 〈n̂bkσ̄〉

2ωl − Ua 〈n̂akσ̄〉 − Ub 〈n̂bkσ̄〉

]
. (4.60)

Analogamente a esse procedimento, com o tratamento algébrico adequado, (4.52) é escrita

como,

GR(b̂kσ, ω) =
ωa + iη

ωaωb − T 2
φ + iη(ωa + ωb)

, (4.61)

de onde extráı-se,

Λ1(b̂kσ, ω) = ωa, Λ2(b̂kσ, ω) = 1, Λ3(b̂kσ, ω) = ωaωb−T 2
φ e Λ4(b̂kσ, ω) = ωa+ωb,

(4.62)

que também satisfaz ao Teorema 1, o que permite escrever a função espectral e o número

†Ainda não se está considerando o fato de que implicitamente os vetores de onda serão variados ao
longo da FBZ, o que irá alterar os valores das ráızes ω±, e por consequência os valores de Λ4(âkσ, ω±).
As considerações sobre o vetores de onda da FBZ que podem conduzir a Λ4(âkσ, ω±) = 0, será feita na
subseção 4.2.6.
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de ocupação associados a ela como:

A(b̂kσ, ω) = 2π

[
ω − Ua 〈n̂akσ̄〉

2ω − Ua 〈n̂akσ̄〉 − Ub 〈n̂bkσ̄〉

]∑

l=±
δ(ω − ωl). (4.63)

〈n̂bkσ〉 =
∑

l=±
nF (ωl − µ)

[
ωl − Ua 〈n̂akσ̄〉

2ωl − Ua 〈n̂akσ̄〉 − Ub 〈n̂bkσ̄〉

]
. (4.64)

No apêndice D mostra-se as relações entre a matriz Mkσ e as funções Λj(p̂kσ, ω).

4.2.6 Espectro de energia da função Λ4(kσ, ω)

De acordo com o corolário 2 apresentado no caṕıtulo 3, os valores de ω para os

quais Λ4(kσ, ω) = 0, conduzem a singularidades na função espectral, número de ocupação

e, por consequência, na relação de dispersão. Durante o cálculo autoconsistente os vetores

de onda k serão variados ao longo da BZ, o que irá alterar os valores das ráızes ω±, e por

consequência os valores de Λ4(kσ, ω±). Com base nisto, existe a possibilidade de que para

um dado vetor de onda, a função Λ4(kσ, ω±) acabe se anulando, deixando de valer, para

este ponto, o teorema 1. Afim de conhecer quais são os valores de energia que podem

conduzir a esta singularidade, deve-se encontrar as ráızes de Λ4(kσ, ω) = 0, as quais são,

ωΛkσ =
Ua 〈n̂akσ̄〉+ Ub 〈n̂bkσ̄〉

2
. (4.65)

Se para algum dado vetor de onda as autoenergias do sistema coincidem com ωΛkσ, tem-se

ocorrência de uma singularidade.

4.2.7 Cálculo autoconsistente

Resolvendo algebricamente o sistema de equações constitúıdo pelas equações

(4.60) e (4.64), obtém-se o novo sistema de equações algébricas a seguir, que pode ser

resolvido autoconsistentemente,

〈n̂akσ〉 =
1

2

∑

l=±
nF (ωl − µ)

[
1 +

Ua 〈n̂akσ̄〉 − Ub 〈n̂bkσ̄〉
2ωl − Ua 〈n̂akσ̄〉 − Ub 〈n̂bkσ̄〉

]
∀ ωl 6= ωΛkσ (4.66)

〈n̂bkσ〉 =
1

2

∑

l=±
nF (ωl − µ)

[
1− Ua 〈n̂akσ̄〉 − Ub 〈n̂bkσ̄〉

2ωl − Ua 〈n̂akσ̄〉 − Ub 〈n̂bkσ̄〉

]
∀ ωl 6= ωΛkσ (4.67)

Das equações acima, verifica-se que é satisfeita a regra da soma:

〈n̂akσ〉+ 〈n̂bkσ〉 =
∑

l=±
nF (ωl − µ) ∀ ωl 6= ωΛkσ. (4.68)
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Considerando que o potencial qúımico é dado por,

µ =
ε̃kσ+ + ε̃kσ−

2
, (4.69)

na temperatura zero absoluto tem-se as seguintes relações:

nF (ωl − µ) =





0 para ωl = ω+; pois ω+ > µ,

1 para ωl = ω−; pois ω− < µ.
(4.70)

Desse modo, pode-se escrever as equações (4.66) e (4.67) como

〈n̂akσ〉 =
1

2

[
1− Ua 〈n̂akσ̄〉 − Ub 〈n̂bkσ̄〉√

[Ua 〈n̂akσ̄〉 − Ub 〈n̂bkσ̄〉]2 + 4t2|Φk|2

]
∀ ω− 6= ωΛkσ, (4.71)

〈n̂bkσ〉 =
1

2

[
1 +

Ua 〈n̂akσ̄〉 − Ub 〈n̂bkσ̄〉√
[Ua 〈n̂akσ̄〉 − Ub 〈n̂bkσ̄〉]2 + 4t2|Φk|2

]
∀ ω− 6= ωΛkσ, (4.72)

onde,

|Φk|2 = 3 + 2 cos(
√

3aky) + 4 cos(3akx/2) cos(
√

3aky/2). (4.73)

O algoritmo para o cálculo autoconsistente segue o esquema representado na figura 4.3.

Valor tentativa inicial

〈n̂ak↑〉 , 〈n̂bk↑〉 , 〈n̂ak↓〉 , 〈n̂bk↓〉

〈n̂ak↓〉 , 〈n̂bk↓〉 , 〈n̂ak↑〉 , 〈n̂bk↑〉 Converge?

NÃO

ε̃k↑±, ε̃k↓±, ωΛk↑, ωΛk↓

SIM

Parâmetros
de Entrada:

Ua, Ub, t, a

Figura 4.3 - Esquema autoconsistente para cálculo dos números de ocupação(esquerda). Caminho Γ −
K −M − Γ a ser varrido na FBZ durante o cálculo autoconsistente (direita).

4.2.8 Resultados

A seguir apresenta-se as estruturas de bandas, com as respectivas energias ωΛkσ,

resultantes do processo do cálculo autoconsistente conforme o fluxograma representado

na figura 4.3. Para efeito de cálculo, será tomado a = 1, 42Å e t = 2, 7 eV.

Na figura 4.4, apresenta-se os resultados para o substrato composto por um único

tipo de átomo, isto é, com sub-redes equivalentes, ou seja, um sistema homogêneo na
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Figura 4.4 - Resultados para o caso em que a rede é homogênea na interação de Hubbard (Ua = Ub).
Em (a), (b), (c) e (d) são apresentadas as estruturas de bandas juntamente com as energias ωΛkσ. (e)
Números de ocupação e (f) todas as energias ωΛkσ.

interação de Hubbard, em que considera-se Ua = Ub = U , com U = 0, 4, 7 e 9 eV. As

bandas de valência e condução apresentam simetria elétron-buraco (ε̃kσ− = −ε̃kσ+). A

homogeneidade da repulsão coulombiana nos orbitais dos śıtios atômicos da rede não apre-

senta, neste modelo, influência sobre o gap, o qual permanece fechado, sendo responsável,

apenas, por deslocar a energia de cruzamento entre as bandas de valência e condução por

um valor de U/2. Os números de ocupação das sub-redes A e B são constantes e iguais a

1/2, significando que elas têm igual probabilidade de serem ocupadas. A regra de soma

〈n̂akσ〉 + 〈n̂bkσ〉 = 1 é satisfeita. A energia ωΛkσ = U/2 é constante. As autoenergias do

sistema coincidem com ωΛkσ no ponto de Dirac, nas proximidades do qual t|Φk| → vF |k|,
onde vF = 3ta/2 é a velocidade Fermi para o grafeno puro [121]. Nesse limite, a relação

de dispersão é linear no momento sendo expressa pela equação,

ε̃kσ± =
U

2
± vF |k|. (4.74)

A equação (4.74) se assemelha à energia de part́ıculas ultrarrelativ́ısticas, as quais são des-

critas por meio da equação de Dirac [121]. A massa efetiva de ciclotron para elétron (m∗e)

e buraco (m∗h) pode ser escrita, por meio de uma aproximação semi-clássica [123],como:

m∗± =
1

2π

[
∂A(ε̃kσ±)

∂ε̃kσ±

]

ε̃kσ±=EF

= ±|kF |
vF

(4.75)
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onde A(ε̃kσ±) = π|k(ε̃kσ±)|2, EF é energia de Fermi, |kF | é o vetor de onda de Fermi e

m∗e = m∗+, m∗h = −m∗−.
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Figura 4.5 - Resultados para o caso em que a rede não é homogênea em relação à interação de Hubbard,
com Ua = 2.0 eV e diferentes valores de Ub. Em (a), (b), (c) e (d) são apresentadas as estruturas de
bandas juntamente com as energias ωΛkσ. (e) Números de ocupação e (f) todas as energias ωΛkσ.

Na figura 4.5, apresenta-se os resultados para o substrato composto por dois tipos

de átomos, isto é, com sub-redes não equivalentes, ou ainda, não homogêneo na intera-

ção de Hubbard, com Ua = 2.0 eV e diferentes valores de Ub = 0.5, 1.0, 6.5 e 8.0 eV. A

simetria elétron-buraco é quebrada (ε̃kσ− 6= −ε̃kσ+). A não homogeneidade da repulsão

coulombiana nos orbitais dos śıtios atômicos da rede não apresenta, neste modelo, influên-

cia sobre o gap, o qual permanece fechado, mas provoca um deslocamento na energia de

cruzamento entre as bandas de valência e condução por um valor de UaUb/(Ua + Ub). Os

números de ocupação das sub-redes A[B] não são constantes e a relação entre eles é dada

por 〈n̂akσ〉 > 〈n̂bkσ〉 se Ua < Ub e 〈n̂akσ〉 < 〈n̂bkσ〉 se Ua > Ub, obedecendo à regra de

soma 〈n̂akσ〉 + 〈n̂bkσ〉 = 1. A sub-rede que tem maior probabilidade de ser ocupada é a

que possui menor repulsão coulombiana. A energia ωΛkσ não é constante e possui valor

mı́nimo no ponto de Dirac, ponto no qual estas coincidem com as autoenergias do sistema.

Nas proximidades do ponto de Dirac, a relação de dispersão é governada pela equação:

ε̃kσ± =
1

2
[Ua 〈n̂akσ̄〉+Ub 〈n̂bkσ̄〉]±

1

2
[Ua 〈n̂akσ̄〉−Ub 〈n̂bkσ̄〉]

[
1 + 2

(
vF |k|

Ua 〈n̂akσ̄〉 − Ub 〈n̂bkσ̄〉

)2
]
.

(4.76)
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onde,

〈n̂akσ〉 =

(
vF |k|

Ua 〈n̂akσ̄〉 − Ub 〈n̂bkσ̄〉

)2

e 〈n̂bkσ〉 = 1−
(

vF |k|
Ua 〈n̂akσ̄〉 − Ub 〈n̂bkσ̄〉

)2

(4.77)

sendo obedecida a relação,

Ua 〈n̂akσ〉 − Ub 〈n̂bkσ〉 = −Ub
3

+
3

√
λ1 +

√
λ2 +

1

9

U2
b

3
√
λ1 +

√
λ2

(4.78)

com,

λ1 =
(Ua + Ub)v

2
F |k|2

2
− U3

b

27
e λ2 =

(Ua + Ub)
2v4
F |k|4

4
− U3

b (Ua + Ub)v
2
F |k|2

27
. (4.79)
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Figura 4.6 - Resultados para o caso em que a rede não é homogênea na interação de Hubbard, com Ub = 0
e diferentes valores de Ua. Em (a), (b), (c) e (d) são apresentadas as estruturas de bandas juntamente
com as energias ωΛkσ. (e) Números de ocupação e (f) todas as energias ωΛkσ.

Na figura 4.6, apresenta-se os resultados para o substrato composto por dois tipos

de átomos, isto é, com sub-redes não equivalentes, ou ainda, não homogêneo na interação

de Hubbard, com Ub = 0 eV e Ua = 2, 4, 6 e 8 eV. A simetria elétron-buraco é quebrada

(ε̃kσ− 6= −ε̃kσ+). A não homogeneidade da repulsão coulombiana nos orbitais dos śıtios

atômicos da rede não apresenta influência sobre o gap, o qual permanece fechado. As

bandas de valência e condução se cruzam exatamente em 0 eV, similarmente ao que

ocorre com o caso grafeno puro. Os números de ocupação das sub-redes A e B não são

constantes e a relação entre eles dada por 〈n̂bkσ〉 > 〈n̂akσ〉, obedecendo à regra de soma
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〈n̂akσ〉+ 〈n̂bkσ〉 = 1. A sub-rede B tem maior probabilidade de ser ocupada, pois Ub < Ua.

A energia ωΛkσ não é constante e possui valor mı́nimo no ponto de Dirac, ponto no qual

estas coincidem com as autoenergias do sistema. Nas proximidades do ponto de Dirac, a

relação de dispersão para banda de valência (ε̃kσ−) e banda de condução (ε̃kσ+) não são

lineares no momento, mas proporcionais a |k|4/3 e |k|2/3, respectivamente, as quais são

expressas por,

ε̃kσ− = −Ua
(
vF
Ua
|k|
)4/3

e ε̃kσ+ = Ua

(
vF
Ua
|k|
)2/3

(4.80)

A massas efetivas de ciclotron para elétron e buraco são escritas como:

m∗e =
3

2Ua

(
Ua
vF

)2/3

|k|4/3 e m∗h =
3

4Ua

(
Ua
vF

)4/3

|k|2/3 (4.81)

A seguir apresenta-se as superf́ıcies de energia em função de kx e ky, bem como as

suas projeções no plano kxky, ωΛkσ para diferentes valores dos parâmetros Ua e Ub. Na

figura 4.7, mostra-se as superf́ıcies para o caso em que as sub-redes A e B são equivalentes,

com Ua = Ub = U . As estruturas de bandas (à esquerda, em cores degradê) apresentam

os cones de Dirac nos vértices do hexágono, enquanto as superf́ıcies ωΛkσ são planas (à

direita, em cor verde). Os pontos onde as duas superf́ıcies se interceptam são os pontos

de Dirac, onde tem-se a ocorrência de singularidades.

Na figura 4.8 apresenta-se as superf́ıcies para os caso em que Ub = 0 e diferentes

valores de Ua. Observa-se uma mudança significativa nas superf́ıcies ωΛkσ. Devido à

quebra de simetria elétron-buraco, essa superf́ıcie apresenta ondulações, com cones em

torno do ponto de Dirac, com suas próprias singularidades. Quanto maior a diferença

entre Ua e Ub maior o diâmetro dos cones que formam a superf́ıcie energética, bem como

daqueles e situados na superf́ıcie k x ω. Na figura 4.9 mostra-se as superf́ıcies para o caso

em que Ub = 2 eV e diferentes valores de Ua, onde verifica-se um comportamento que

segue aquele da figura 4.8.
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Figura 4.7 - Superf́ıcies. Resultados para o caso em que a rede é homogênea na interação de Hubbard.
Em (a) U = 0 eV, em (b) U = 9 eV.
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Figura 4.8 - Superf́ıcies. Resultados para o caso em que a rede não é homogênea na interação de Hubbard,
com Ub = 0 eV. Em (a) Ua = 2 eV, em (b) Ua = 8 eV.
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Figura 4.9 - Superf́ıcies. Resultados para o caso em que a rede não é homogênea na interação de Hubbard,
com Ub = 2 eV. Em (a) Ua = 0.5 eV, em (b) Ua = 8 eV.
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4.3 Modelo para o grafeno sobre substrato

Nesta seção estuda-se o modelo para o sistema composto pelo grafeno deposi-

tado sobre o substrato estudado na seção anterior. Distingue-se as duas estruturas que

compõem a bicamada pelos ı́ndices m = 1 para o substrato e m = 2 para o grafeno.

Figura 4.10 - Representação do sistema composto por grafeno depositado sobre um substrato de rede
hexagonal com interação de Hubbard.

De acordo com a figura 4.10, a primeira camada representa o substrato com sub-

redes A1 e B1 interagindo via t1, e a segunda camada representa o grafeno, com sub-redes

A2 e B2 interagindo por meio de t2. Ambas as camadas interagem com t⊥a e t⊥b, dados

por

t⊥a = tik,σ =

∫
d3rΨ∗Ri,σ(r)

[
− ~2

2m
∇2 + Vik(r)

]
ΨRk,σ(r), (4.82)

t⊥b = tjl,σ =

∫
d3rΨ∗Rj ,σ(r)

[
− ~2

2m
∇2 + Vjl(r)

]
ΨRl,σ(r), (4.83)

onde ΨRk,σ[ΨRl,σ] as funções de Wannier centradas nos śıtios Rk[Rl] do grafeno e Vik[Vjl] os

potenciais de hibridização entre os śıtios das duas camadas. Os termos t1 e t2 possuem a

mesma forma de (4.4), onde Vij[Vkl] são os respectivos potenciais cristalinos. Os fatores de

estrutura de ambas as redes serão considerados iguais e expressos por (4.16). Assume-se

novamente a aproximação usualmente empregada para os termos de hopping, pela qual t1,

t2, t⊥a e t⊥b são constantes diferentes de zero apenas para śıtios vizinhos mais próximos.

Com a mudança da notação de ĤR para Ĥsubs, o Hamiltoniano (4.23) que descreve o

substrato passa a ser escrito como:

Ĥsubs = −t1
∑

k,σ

[Φkâ
†
1kσ b̂1kσ+Φ∗kb̂

†
1kσâ1kσ]+

∑

k,σ

[Uaâ
†
1kσâ1kσ 〈n̂1akσ̄〉+Ubb̂†1kσ b̂1kσ 〈n̂1bkσ̄〉].

(4.84)
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O Hamiltoniano do grafeno, ĤG, pode ser escrito por analogia com (4.84) tomando

as repulsões coulombianas nos orbitais dos śıtios atômicos como nulas (Ua = Ub = 0), de

modo que,

ĤG = −t2
∑

k,σ

[Φkâ
†
2kσ b̂2kσ + Φ∗kb̂

†
2kσâ2kσ]. (4.85)

O Hamiltoniano Ĥ⊥ que descreve a interação entre as camadas é modelado através

da interação tight-binding, com as sub-redes A1 e A2 se hibridizando via t⊥a e B1 e B2 se

hibridizando t⊥b. O Hamiltoniano é escrito como,

Ĥ⊥ = t⊥a
∑

k,σ

[â†1kσâ2kσ + â†2kσâ1kσ] + t⊥b
∑

k,σ

[b̂†1kσ b̂2kσ + b̂†2kσ b̂1kσ]. (4.86)

O Hamiltoniano modelo do sistema fica determinado pelas equações

Ĥ = Ĥsubs + ĤG + Ĥ⊥ (4.87)

Ĥ = −
∑

m,k,σ

tm[Φkâ
†
mkσ b̂mkσ + Φ∗kb̂

†
mkσâmkσ] + t⊥a

∑

k,σ

[â†1kσâ2kσ + â†2kσâ1kσ]

+t⊥b
∑

k,σ

[b̂†1kσ b̂2kσ + b̂†2kσ b̂1kσ] +
∑

k,σ

[Uaâ
†
1kσâ1kσ 〈n̂1akσ̄〉+ Ubb̂

†
1kσ b̂1kσ 〈n̂1bkσ̄〉],

(4.88)

com m = 1, 2, onde os operadores â†1kσ, â1kσ, â†2kσ, â2kσ e b̂†1kσ, b̂1kσ, b̂†2kσ, b̂2kσ criam e

destroem um elétron com spin σ e momento k nas sub-redes A1, A2 e B1, B2 no espaço

rećıproco, respectivamente. A forma matricial equivalente de (4.88) é dada por,

Ĥ =
∑

kσ

(â†1kσ, b̂
†
1kσ, â

†
2kσ, b̂

†
2kσ)




Ua 〈n̂1akσ̄〉 −t1Φk t⊥a 0

−t1Φ∗k Ub 〈n̂1bkσ̄〉 0 t⊥b

t⊥a 0 0 −t2Φk

0 t⊥b −t2Φ∗k 0







â1kσ

b̂1kσ

â2kσ

b̂2kσ



.

(4.89)

Os autovalores de energia do sistema são obtidos da matriz equivalente

Mkσ =




Ua 〈n̂1akσ̄〉 −t1Φk t⊥a 0

−t1Φ∗k Ub 〈n̂1bkσ̄〉 0 t⊥b

t⊥a 0 0 −t2Φk

0 t⊥b −t2Φ∗k 0



. (4.90)

Lembrando que o número de autoenergias e o grau da equação secular correspondem à

ordem da matriz Mkσ, deve-se ter quatro autovalores de energia, uma vez que a equação
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secular

det[εkσI −Mkσ] = 0, (4.91)

é de 4º grau. Assim,

det[εkσI −Mkσ] = {[εkσ − Ua 〈n̂1akσ̄〉][εkσ − Ub 〈n̂1bkσ̄〉]− t21|Φk|2}(ε2
kσ − t22|Φk|2)

−εkσ{[εkσ − Ua 〈n̂1akσ̄〉]t2⊥b + [εkσ − Ub 〈n̂1bkσ̄〉]t2⊥a}+ t2⊥at
2
⊥b − 2t1t2|Φk|2t⊥at⊥b,

(4.92)

A equação (4.91) será resolvida numericamente e os números de ocupação 〈n̂1akσ̄〉 e 〈n̂1bkσ̄〉
serão determinados autoconsistentemente usando as funções de Green conjugadas com o

método da equação do movimento de Heisenberg.

4.3.1 Funções de Green e equação do movimento

Considerando as mesmas premissas da seção 3.7, define-se as seguintes funções

retardadas de Green diagonais no números quânticos k e σ:

GR(âmkσ, t− t′) = −iθ(t− t′) 〈{âmkσ(t), â†mkσ(t′)}〉 (4.93)

GR(b̂mkσ, t− t′) = −iθ(t− t′) 〈{b̂mkσ(t), b̂†mkσ(t′)}〉 , (4.94)

onde m = 1, 2 e GR(âmkσ, t − t′), GR(b̂mkσ, t − t′) descrevem a propagação de um elé-

tron nas sub-redes A1[A2] e B1[B2], respectivamente. Para determinarmos os números de

ocupação 〈n̂1akσ̄〉 e 〈n̂1bkσ̄〉 necessita-se apenas de GR(â1kσ, t−t′) e GR(b̂1kσ, t−t′). Entre-

tanto, afim de verificarmos os resultados apresentados no apêndice D, também determina-

se GR(â2kσ, t− t′) e GR(b̂2kσ, t− t′).

A equação de movimento para (4.93) é,

i
∂

∂t
GR(âmkσ, t−t′) = δ(t−t′) 〈{âmkσ(t), â†mkσ(t′)}〉−iθ(t−t′) 〈{i ∂

∂t
âmkσ(t), â†mkσ(t′)}〉 .

(4.95)

A equação de movimento de Heisenberg para o operador âmkσ(t), no sistema de

unidades atômicas, considerando o Hamiltoniano (4.88), é dada por,

i
∂

∂t
âmkσ(t) = −[Ĥ, âmkσ](t). (4.96)
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i
∂

∂t
âmkσ(t) =

∑

m′,k′,σ′

tm′{Φk′ [â†m′k′σ′ b̂m′k′σ′ , âmkσ](t) + Φ∗k′ [b̂
†
m′k′σ′ âm′k′σ′ , âmkσ](t)}

−t⊥a
∑

k′σ′

{[â†1k′σ′ â2k′σ′ , âmkσ](t) + [â†2k′σ′ â1k′σ′ , âmkσ](t)}

−t⊥b
∑

k′σ′

{[b̂†1k′σ′ b̂2k′σ′ , âmkσ](t) + [b̂†2k′σ′ b̂1k′σ′ , âmkσ](t)}

−
∑

k′,σ′

{Ua 〈n̂1ak′σ̄〉 [â†1k′σ′ â1k′σ′ , âmkσ](t) + Ub 〈n̂1bk′σ̄〉 [b̂†1k′σ′ b̂1k′σ′ , âmkσ](t)}.

(4.97)

A álgebra de operadores fermiônicos fornece,

[â†m′k′σ′ b̂m′k′σ′ , âmkσ] = −δmm′δkk′δσσ′ b̂m′k′σ′ , [b̂†m′k′σ′ âm′k′σ′ , âmkσ] = 0 (4.98)

[â†1k′σ′ â2k′σ′ , âmkσ] = −δm1δkk′δσσ′ â2k′σ′ , [b̂†1k′σ′ b̂2k′σ′ , âmkσ] = 0 (4.99)

[â†2k′σ′ â1k′σ′ , âmkσ] = −δm2δkk′δσσ′ â1k′σ′ , [b̂†2k′σ′ b̂1k′σ′ , âmkσ] = 0 (4.100)

[â†1k′σ′ â1k′σ′ , âmkσ] = −δm1δkk′δσσ′ â1k′σ′ , [b̂†1k′σ′ b̂1k′σ′ , âmkσ] = 0. (4.101)

Assim, (4.97) assume a forma,

i
∂

∂t
âmkσ(t) = −tmΦkb̂mkσ(t)+t⊥a[δm1â2kσ(t)+δm2â1kσ(t)]+Ua 〈n̂1akσ̄〉 δm1â1kσ(t) (4.102)

Reescrevendo (4.95) com base em (4.102), obtém-se,

i
∂

∂t
GR(âmkσ, t− t′) = δ(t− t′) + iθ(t− t′)tmΦk 〈{b̂mkσ(t), â†mkσ(t′)}〉

−iθ(t− t′)t⊥a 〈{(δm1â2kσ(t) + δm2â1kσ(t)), â†mkσ(t′)}〉
−iθ(t− t′)Ua 〈n̂1akσ̄〉 δm1 〈{â1kσ(t), â†mkσ(t′)}〉 .

(4.103)

Similarmente, mostra-se que,

i
∂

∂t
b̂mkσ(t) = −tmΦ∗kâmkσ(t)+t⊥b[δm1b̂2kσ(t)+δm2b̂1kσ(t)]+Ub 〈n̂1bkσ̄〉 δm1b̂1kσ(t), (4.104)

e por consequência,

i
∂

∂t
GR(b̂mkσ, t− t′) = δ(t− t′) + iθ(t− t′)tmΦ∗k 〈{âmkσ(t), b̂†mkσ(t′)}〉

−iθ(t− t′)t⊥b 〈{(δm1b̂2kσ(t) + δm2b̂1kσ(t)), b̂†mkσ(t′)}〉
−iθ(t− t′)Ub 〈n̂1bkσ̄〉 δm1 〈{b̂1kσ(t), b̂†mkσ(t′)}〉

(4.105)
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Explicitando (4.103) e (4.105) para m = 1, 2, tem-se,

[
i
∂

∂t
− Ua 〈n̂1akσ̄〉

]
GR(â1kσ, t− t′) = δ(t− t′)− t1ΦkG

R(b̂1â1kσ, t− t′)

+t⊥aG
R(â2â1kσ, t− t′)

(4.106)

[
i
∂

∂t
− Ub 〈n̂1bkσ̄〉

]
GR(b̂1kσ, t− t′) = δ(t− t′)− t1Φ∗kG

R(â1b̂1kσ, t− t′)

+t⊥bG
R(b̂2b̂1kσ, t− t′)

(4.107)

i
∂

∂t
GR(â2kσ, t− t′) = δ(t− t′)− t2ΦkG

R(b̂2â2kσ, t− t′) + t⊥aG
R(â1â2kσ, t− t′) (4.108)

i
∂

∂t
GR(b̂2kσ, t− t′) = δ(t− t′)− t2Φ∗kG

R(â2b̂2kσ, t− t′) + t⊥bG
R(b̂1b̂2kσ, t− t′), (4.109)

onde,

GR(b̂1â1kσ, t− t′) = −iθ(t− t′) 〈{b̂1kσ(t), â†1kσ(t′)}〉 (4.110)

GR(â2â1kσ, t− t′) = −iθ(t− t′) 〈{â2kσ(t), â†1kσ(t′)}〉 (4.111)

GR(â1b̂1kσ, t− t′) = −iθ(t− t′) 〈{â1kσ(t), b̂†1kσ(t′)}〉 (4.112)

GR(b̂2b̂1kσ, t− t′) = −iθ(t− t′) 〈{b̂2kσ(t), b̂†1kσ(t′)}〉 (4.113)

GR(b̂2â2kσ, t− t′) = −iθ(t− t′) 〈{b̂2kσ(t), â†2kσ(t′)}〉 (4.114)

GR(â1â2kσ, t− t′) = −iθ(t− t′) 〈{â1kσ(t), â†2kσ(t′)}〉 (4.115)

GR(â2b̂2kσ, t− t′) = −iθ(t− t′) 〈{â2kσ(t), b̂†2kσ(t′)}〉 (4.116)

GR(b̂1b̂2kσ, t− t′) = −iθ(t− t′) 〈{b̂1kσ(t), b̂†2kσ(t′)}〉 . (4.117)

Aplicando o método da equação de movimento para (4.110-4.117), considerando as trans-

formadas de Fourier (4.47) e,

GR(f̂kσ, τ) =
1

2π

∫ +∞

−∞
dωe−i(ω+iη)τGR(f̂kσ, ω), (4.118)

onde f̂ é um operador genérico, chega-se aos seguintes sistemas de equações algébricas,

[ω + iη − Ua 〈n̂1akσ̄〉]GR(â1kσ, ω) = 1− t1ΦkG
R(b̂1â1kσ, ω) + t⊥aG

R(â2â1kσ, ω)

[ω + iη − Ub 〈n̂1bkσ̄〉]GR(b̂1â1kσ, ω) = −t1Φ∗kG
R(â1kσ, ω) + t⊥bG

R(b̂2â1kσ, ω)

(ω + iη)GR(b̂2â1kσ, ω) = −t2Φ∗kG
R(â2â1kσ, ω) + t⊥bG

R(b̂1â1kσ, ω)

(ω + iη)GR(â2â1kσ, ω) = −t2ΦkG
R(b̂2â1kσ, ω) + t⊥aG

R(â1kσ, ω)

(4.119)
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[ω + iη − Ub 〈n̂1bkσ̄〉]GR(b̂1kσ, ω) = 1− t1Φ∗kG
R(â1b̂1kσ, ω) + t⊥bG

R(b̂2b̂1kσ, ω)

[ω + iη − Ua 〈n̂1akσ̄〉]GR(â1b̂1kσ, ω) = −t1ΦkG
R(b̂1kσ, ω) + t⊥aG

R(â2b̂1kσ, ω)

(ω + iη)GR(â2b̂1kσ, ω) = −t2ΦkG
R(b̂2b̂1kσ, ω) + t⊥aG

R(â1b̂1kσ, ω)

(ω + iη)GR(b̂2b̂1kσ, ω) = −t2Φ∗kG
R(â2b̂1kσ, ω) + t⊥bG

R(b̂1kσ, ω)

(4.120)

(ω + iη)GR(â2kσ, ω) = 1− t2ΦkG
R(b̂2â2kσ, ω) + t⊥aG

R(â1â2kσ, ω)

(ω + iη)GR(b̂2â2kσ, ω) = −t2Φ∗kG
R(â2kσ, ω) + t⊥bG

R(b̂1â2kσ, ω)

[ω + iη − Ub 〈n̂1bkσ̄〉]GR(b̂1â2kσ, ω) = −t1Φ∗kG
R(â1â2kσ, ω) + t⊥bG

R(b̂2â2kσ, ω)

[ω + iη − Ua 〈n̂1akσ̄〉]GR(â1â2kσ, ω) = −t1ΦkG
R(b̂1â2kσ, ω) + t⊥aG

R(â2kσ, ω)

(4.121)

(ω + iη)GR(b̂2kσ, ω) = 1− t2Φ∗kG
R(â2b̂2kσ, ω) + t⊥bG

R(b̂1b̂2kσ, ω)

(ω + iη)GR(â2b̂2kσ, ω) = −t2ΦkG
R(b̂2kσ, ω) + t⊥aG

R(â1b̂2kσ, ω)

[ω + iη − Ua 〈n̂1akσ̄〉]GR(â1b̂2kσ, ω) = −t1ΦkG
R(b̂1b̂2kσ, ω) + t⊥aG

R(â2b̂2kσ, ω)

[ω + iη − Ub 〈n̂1bkσ̄〉]GR(b̂1b̂2kσ, ω) = −t1Φ∗kG
R(â1b̂2kσ, ω) + t⊥bG

R(b̂2kσ, ω)

(4.122)

Os sistemas (4.119) e (4.120) fornecem:

GR(â1kσ, ω) =


ωa + iη − T 2

1

ωb+iη−
t2⊥b

ω+iη− T 2
2

ω+iη

− t2⊥a

ω+iη− T 2
2

ω+iη− t2⊥b
ωb+iη

− t1t2|Φk|2t⊥at⊥b
ωb+iη−

t2⊥b

ω+iη− T 2
2

ω+iη



(
ω+iη− T 2

2

ω+iη

)
(ω+iη)

− t1t2|Φk|2t⊥at⊥b
ω+iη− T 2

2

ω+iη− t2⊥b
ωb+iη



(
ω+iη− t2⊥b

ωb+iη

)
(ωb+iη)




−1

(4.123)
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GR(b̂1kσ, ω) =


ωb + iη − T 2

1

ωa+iη− t2⊥a

ω+iη− T 2
2

ω+iη

− t2⊥b

ω+iη− T 2
2

ω+iη− t2⊥a
ωa+iη

− t1t2|Φk|2t⊥at⊥b
ωa+iη− t2⊥a

ω+iη− T 2
2

ω+iη


.
(
ω+iη− T 2

2

ω+iη

)
.(ω+iη)

− t1t2|Φk|2t⊥at⊥b
ω+iη− T 2

2

ω+iη− t2⊥a
ωa+iη


.
(
ω+iη− t2⊥a

ωa+iη

)
.(ωa+iη)




−1

. (4.124)

Por outro lado, das equações (4.121) e (4.122) resultam:

GR(â2kσ, ω) =


ω + iη − T 2

2

ω+iη− t2⊥b

ωb+iη−
T 2

1

ωa+iη

− t2⊥a

ωa+iη− T 2
1

ωb+iη−
t2⊥b
ω+iη

− t1t2|Φk|2t⊥at⊥b
ω+iη− t2⊥b

ωb+iη−
T 2

1

ωa+iη



(
ωb+iη−

T 2
1

ωa+iη

)
(ωa+iη)

− t1t2|Φk|2t⊥at⊥b
ωa+iη− T 2

1

ωb+iη−
t2⊥b
ω+iη



(
ωb+iη−

t2⊥b
ω+iη

)
(ω+iη)




−1

(4.125)
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GR(b̂2kσ, ω) =


ω + iη − T 2

2

ω+iη− t2⊥a

ωa+iη− T 2
1

ωb+iη

− t2⊥b

ωb+iη−
T 2

1

ωa+iη− t2⊥a
ω+iη

− t1t2|Φk|2t⊥at⊥b
ω+iη− t2⊥a

ωa+iη− T 2
1

ωb+iη



(
ωa+iη− T 2

1

ωb+iη

)
(ωb+iη)

− t1t2|Φk|2t⊥at⊥b
ωb+iη−

T 2
1

ωa+iη− t2⊥a
ω+iη



(
ωa+iη− t2⊥a

ω+iη

)
(ω+iη)




−1

, (4.126)

onde se definiu, por conveniência, T1 = t1|Φk|, T2 = t2|Φk|, ωa = ω − Ua 〈n̂1akσ̄〉 e

ωb = ω − Ub 〈n̂1bkσ̄〉.

4.3.2 Funções espectrais e números de ocupação

Com o devido tratamento algébrico, escreve-se (4.123), (4.124), (4.125), e (4.126)

na forma:

GR(â1kσ, ω) =
[ωb(ω

2 − T 2
2 )− ωt2⊥b] + iη[2ωωb + (ω2 − T 2

2 )− t2⊥b]
Γ(kσ, ω)

(4.127)

GR(b̂1kσ, ω) =
[ωa(ω

2 − T 2
2 )− ωt2⊥a] + iη[2ωωa + (ω2 − T 2

2 )− t2⊥a]
Γ(kσ, ω)

(4.128)

GR(â2kσ, ω) =
[ω(ωaωb − T 2

1 )− ωat2⊥b] + iη[ω(ωa + ωb) + (ωaωb − T 2
1 )− t2⊥b]

Γ(kσ, ω)
(4.129)

GR(b̂2kσ, ω) =
[ω(ωaωb − T 2

1 )− ωbt2⊥a] + iη[ω(ωa + ωb) + (ωaωb − T 2
1 )− t2⊥a]

Γ(kσ, ω)
(4.130)

onde definiu-se,

Γ(kσ, ω) = [(ωaωb − T 2
1 )(ω2 − T 2

2 )− ω(ωat
2
⊥b + ωbt

2
⊥a) + t2⊥at

2
⊥b − 2T1T2t⊥at⊥b]

+iη[(ωa + ωb)(ω
2 − T 2

2 ) + 2ω(ωaωb − T 2
1 )− (ω + ωa)t

2
⊥b − (ω + ωb)t

2
⊥a]

(4.131)
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Por analogia à forma (3.113), extrae-se,

Λ1(â1kσ, ω) = ωb(ω
2 − T 2

2 )− ωt2⊥b
Λ2(â1kσ, ω) = 2ωωb + (ω2 − T 2

2 )− t2⊥b
Λ3(â1kσ, ω) = (ωaωb − T 2

1 )(ω2 − T 2
2 )− ω(ωat

2
⊥b + ωbt

2
⊥a) + t2⊥at

2
⊥b − 2T1T2t⊥at⊥b

Λ4(â1kσ, ω) = (ωa + ωb)(ω
2 − T 2

2 ) + 2ω(ωaωb − T 2
1 )− (ω + ωa)t

2
⊥b − (ω + ωb)t

2
⊥a

(4.132)

Λ1(b̂1kσ, ω) = ωa(ω
2 − T 2

2 )− ωt2⊥a
Λ2(b̂1kσ, ω) = 2ωωa + (ω2 − T 2

2 )− t2⊥a
Λ3(b̂1kσ, ω) = (ωaωb − T 2

1 )(ω2 − T 2
2 )− ω(ωat

2
⊥b + ωbt

2
⊥a) + t2⊥at

2
⊥b − 2T1T2t⊥at⊥b

Λ4(b̂1kσ, ω) = (ωa + ωb)(ω
2 − T 2

2 ) + 2ω(ωaωb − T 2
1 )− (ω + ωa)t

2
⊥b − (ω + ωb)t

2
⊥a

(4.133)

Λ1(â2kσ, ω) = ω(ωaωb − T 2
1 )− ωat2⊥b

Λ2(â2kσ, ω) = ω(ωa + ωb) + (ωaωb − T 2
1 )− t2⊥b

Λ3(â2kσ, ω) = (ωaωb − T 2
1 )(ω2 − T 2

2 )− ω(ωat
2
⊥b + ωbt

2
⊥a) + t2⊥at

2
⊥b − 2T1T2t⊥at⊥b

Λ4(â2kσ, ω) = (ωa + ωb)(ω
2 − T 2

2 ) + 2ω(ωaωb − T 2
1 )− (ω + ωa)t

2
⊥b − (ω + ωb)t

2
⊥a

(4.134)

Λ1(b̂2kσ, ω) = ω(ωaωb − T 2
1 )− ωbt2⊥a

Λ2(b̂2kσ, ω) = ω(ωa + ωb) + (ωaωb − T 2
1 )− t2⊥a

Λ3(b̂2kσ, ω) = (ωaωb − T 2
1 )(ω2 − T 2

2 )− ω(ωat
2
⊥b + ωbt

2
⊥a) + t2⊥at

2
⊥b − 2T1T2t⊥at⊥b

Λ4(b̂2kσ, ω) = (ωa + ωb)(ω
2 − T 2

2 ) + 2ω(ωaωb − T 2
1 )− (ω + ωa)t

2
⊥b − (ω + ωb)t

2
⊥a

(4.135)

Das equações acima, verifica-se que:

Λ2(â1kσ, ω) =
d

dω
[Λ1(â1kσ, ω)] e Λ4(â1kσ, ω) =

d

dω
[Λ3(â1kσ, ω)] . (4.136)

Λ2(b̂1kσ, ω) =
d

dω

[
Λ1(b̂1kσ, ω)

]
e Λ4(b̂1kσ, ω) =

d

dω

[
Λ3(b̂1kσ, ω)

]
. (4.137)

Λ2(â2kσ, ω) =
d

dω
[Λ1(â2kσ, ω)] e Λ4(â2kσ, ω) =

d

dω
[Λ3(â2kσ, ω)] . (4.138)

Λ2(b̂2kσ, ω) =
d

dω

[
Λ1(b̂2kσ, ω)

]
e Λ4(b̂2kσ, ω) =

d

dω

[
Λ3(b̂2kσ, ω)

]
. (4.139)

A partir das relações (4.136-4.139), para verificar que (4.127-4.130) satisfazem ao Teorema

1, falta apenas mostrar que Λ4(p̂kσ, ωl) 6= 0, onde ωl são as ráızes das função Λ3(p̂kσ, ω) =

0. Entretanto, Λ3(p̂kσ, ω) = 0 é uma equação do 4º grau, sendo posśıvel apenas resolvê-la

numericamente.
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Usando o mesmo procedimento utilizado anteriormente, verifica-se que as funções retardadas (4.127), (4.128), (4.129) e (4.130) satisfazem

ao Teorema 1 exceto para ωl = ωΛkσ, onde ωΛkσ são as ráızes de Λ4(p̂kσ, ω) = 0. Assim, com base em (3.117), escreve-se as funções

espectrais associadas a cada função retardada, como

A(â1kσ, ω) = 2π
∑

l

[
ωb(ω

2
l − T 2

2 )− ωlt2⊥b
(ωa + ωb)(ω2

l − T 2
2 ) + 2ωl(ωaωb − T 2

1 )− (ωl + ωa)t2⊥b − (ωl + ωb)t2⊥a

]
; ∀ ωl 6= ωΛkσ. (4.140)

A(b̂1kσ, ω) = 2π
∑

l

[
ωa(ω

2
l − T 2

2 )− ωlt2⊥a
(ωa + ωb)(ω2

l − T 2
2 ) + 2ωl(ωaωb − T 2

1 )− (ωl + ωa)t2⊥b − (ωl + ωb)t2⊥a

]
; ∀ ωl 6= ωΛkσ. (4.141)

A(â2kσ, ω) = 2π
∑

l

[
ωl(ωaωb − T 2

1 )− ωat2⊥b
(ωa + ωb)(ω2

l − T 2
2 ) + 2ωl(ωaωb − T 2

1 )− (ωl + ωa)t2⊥b − (ωl + ωb)t2⊥a

]
; ∀ ωl 6= ωΛkσ. (4.142)

A(b̂2kσ, ω) = 2π
∑

l

[
ωl(ωaωb − T 2

1 )− ωbt2⊥a
(ωa + ωb)(ω2

l − T 2
2 ) + 2ωl(ωaωb − T 2

1 )− (ωl + ωa)t2⊥b − (ωl + ωb)t2⊥a

]
; ∀ ωl 6= ωΛkσ. (4.143)

Os números de ocupação, com base em (3.118) ficam determinados por

〈n̂1akσ〉 =
∑

l

nF (ωl − µ)

[
ωb(ω

2
l − T 2

2 )− ωlt2⊥b
(ωa + ωb)(ω2

l − T 2
2 ) + 2ωl(ωaωb − T 2

1 )− (ωl + ωa)t2⊥b − (ωl + ωb)t2⊥a

]
; ∀ ωl 6= ωΛkσ. (4.144)

〈n̂1bkσ〉 =
∑

l

nF (ωl − µ)

[
ωa(ω

2
l − T 2

2 )− ωlt2⊥a
(ωa + ωb)(ω2

l − T 2
2 ) + 2ωl(ωaωb − T 2

1 )− (ωl + ωa)t2⊥b − (ωl + ωb)t2⊥a

]
; ∀ ωl 6= ωΛkσ. (4.145)

〈n̂2akσ〉 =
∑

l

nF (ωl − µ)

[
ωl(ωaωb − T 2

1 )− ωat2⊥b
(ωa + ωb)(ω2

l − T 2
2 ) + 2ωl(ωaωb − T 2

1 )− (ωl + ωa)t2⊥b − (ωl + ωb)t2⊥a

]
; ∀ ωl 6= ωΛkσ. (4.146)

〈n̂2bkσ〉 =
∑

l

nF (ωl − µ)

[
ωl(ωaωb − T 2

1 )− ωbt2⊥a
(ωa + ωb)(ω2

l − T 2
2 ) + 2ωl(ωaωb − T 2

1 )− (ωl + ωa)t2⊥b − (ωl + ωb)t2⊥a

]
; ∀ ωl 6= ωΛkσ. (4.147)
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4.3.3 Resultados

Uma vez que a não homogeneidade da interação de Hubbard, isto é, Ua 6= Ub,

induz à quebra de simetria elétron-buraco na relação de dispersão do substrato, investiga-

se nesta seção se este efeito é capaz de induzir uma abertura de gap na relação de dispersão

do grafeno, quando este é depositado sobre o substrato, cujo modelo de Hamiltoniano foi

apresentado na seção 4.2. Em todos os casos analisados, adota-se a = 1.42Å, t1 = t2 =

2, 97 eV e t⊥a = t⊥b = 0, 5t1. Para efeitos de comparação, apresenta-se na figura 4.11 o

caso homogêneo na interação de Hubbard, com Ua = Ub = 0 eV.
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Figura 4.11 - Resultados para a bicamada composta por grafeno depositado sobre um substrato que possui
rede homogênea na interação de Hubbard, com Ua = Ub = 0 eV. Em a) apresenta-se a estrutura de bandas
juntamente com a energia ωΛkσ. Em b) apresenta-se a ampliação de a) nas proximidades do ponto de

Dirac. Em c), d) e e) apresenta-se os números de ocupação. Adotou-se a = 1.42Å, t1 = t2 = 2, 97 eV e
t⊥a = t⊥b = 0, 5t1.

Na figura 4.11 a) mostra-se a estrutura de bandas e em 4.11 b) a sua respectiva

ampliação nas proximidades do ponto de Dirac, onde verifica-se a não existência de gap.

Nas figuras 4.11 c), d) e e) expõe-se os números de ocupação. Observa-se que a ocupação

de ambos, o substrato e o grafeno, é um. Por outro lado, em termos das sub-redes,
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do ponto de vista das equações (4.144), (4.145), (4.146) e (4.147), cada sub-rede possui

número de ocupação 0,5.

Nas figuras 4.12, 4.13 e 4.14 apresenta-se os espectros da energia e os números

de ocupação para as bicamadas, tomando-se Ub = 0 eV e diferentes valores de Ua: 2, 6

e 10 eV. Verifica-se que os efeitos da quebra de simetria elétron-buraco provocada pela

não homogeneidade da interação de Hubbard nas sub-redes do substrato abre um gap

na energia. Nas figuras 4.12 a), 4.13 a) e 4.14 a), pode-se observar dois gaps na banda

de energia do grafeno nas proximidades do ponto de Dirac, os quais aumentam com a

intensidade de Ua.
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Figura 4.12 - Resultados para a bicamada composta por grafeno depositado sobre um substrato que
possui uma rede não homogênea na interação de Hubbard, com Ua = 2 eV e Ub = 0 eV. Em a) apresenta-
se a estrutura de bandas juntamente com a energia ωΛkσ. Em b) apresenta-se a ampliação de a) nas
proximidades do ponto de Dirac. Em c), d) e e) apresenta-se os números de ocupação. Adotou-se

a = 1.42Å, t1 = t2 = 2, 97 eV e t⊥a = t⊥b = 0, 5t1.

Observando-se individualmente a ocupação das monocamadas nas figuras c), d)

e e) de 4.12, 4.13, e 4.14, percebe-se que nas proximidades do ponto de Dirac a ocupação

do grafeno torna-se maior que a do substrato, obedecendo à regra da soma 〈n̂kσ〉 = 2,
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ao passo que, em termos das sub-redes, do ponto de vista das equações (4.144), (4.145),

(4.146) e (4.147), a sub-rede A1 possui uma menor ocupação que a sub-rede B1, causado

pelas diferentes interações de Hubbard (Ua = 2, 6 e 10 eV, com Ub = 0 eV). A ocupação

das sub-rede A2 e B2 são iguais no ponto Γ, mas no ponto de Dirac, a sub-rede A2 possui

uma maior ocupação. Isso pode ser atribúıdo à diminuição da ocupação de A1, provocada

pela presença da interação de Hubbard, uma vez que A1 e A2 estão hibridizadas via t⊥a.

No ponto de Dirac, a ocupação das sub-redes B1 e B2, hibridizadas via t⊥b, são iguais a

0,5, lembrando-se que a interação de Hubbard para ambas é nula.

- 1 0

- 5

0

5

1 0

- 2 , 0

- 1 , 5

- 1 , 0

- 0 , 5

0 , 0

0 , 5

1 , 0

1 , 5

2 , 0

0 , 7 5
0 , 8 0
0 , 8 5
0 , 9 0
0 , 9 5
1 , 0 0
1 , 0 5
1 , 1 0
1 , 1 5
1 , 2 0
1 , 2 5

0 , 1

0 , 2

0 , 3

0 , 4

0 , 5

0 , 6

0 , 7

0 , 8

ε κ
σ(

eV
)

 ωΛκσ

Γ MK Γ K

〈n κ
σ〉

 S u b s t r a t o
 G r a f e n o

Γ MK Γ Γ MK Γ ΓMK

a ) b )

c ) d ) e )S u b s t r a t o G r a f e n o

 〈n 2 a κσ〉
 〈n 2 b κσ〉

 〈n 1 a κσ〉
 〈n 1 b κσ〉

Figura 4.13 - Resultados para a bicamada composta por grafeno depositado sobre um substrato que
possui uma rede não homogênea na interação de Hubbard, com Ua = 6 eV e Ub = 0 eV. Em a) apresenta-
se a estrutura de bandas juntamente com a energia ωΛkσ. Em b) apresenta-se a ampliação de a) nas
proximidades do ponto de Dirac. Em c), d) e e) apresenta-se os números de ocupação. Adotou-se

a = 1.42Å, t1 = t2 = 2, 97 eV e t⊥a = t⊥b = 0, 5t1.

Na figura 4.15 são apresentadas as superf́ıcies de energia correspondentes aos

resultados apresentados nas figuras 4.12, 4.13 e 4.14. Na figura 4.15 (a), (c) e (e) tem-

se a estrutura de bandas tridimensional, com ênfase para a região próxima ao ponto de

Dirac, onde observa-se que as estruturas cônicas da banda de valência e condução não se

interceptam, devido a presença de um gap. Uma projeção da superf́ıcie no plano kxxky
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retorna a FBZ, onde observa-se as posições dos śıtios atômicos no espaço rećıproco. Na

figura 4.15 (b), (d) e (f) apresenta-se as superf́ıcies de energia ωΛkσ.
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Figura 4.14 - Resultados para a bicamada composta por grafeno depositado sobre um substrato que
possui uma rede não homogênea na interação de Hubbard, com Ua = 10 eV e Ub = 0 eV. Em a)
apresenta-se a estrutura de bandas juntamente com a energia ωΛkσ. Em b) apresenta-se a ampliação de
a) nas proximidades do ponto de Dirac. Em c), d) e e) apresenta-se os números de ocupação. Adotou-se

a = 1.42Å, t1 = t2 = 2, 97 eV e t⊥a = t⊥b = 0, 5t1.
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Figura 4.15 - Superf́ıcies. Resultados para a bicamada composta por grafeno depositado sobre um subs-
trato que possui uma rede não homogênea na interação de Hubbard, com Ub = 0 eV. Na coluna da
esquerda, em (a), (c) e (e) apresenta-se a estrutura de bandas e na coluna da direita em (b), (d) e (f) as
superf́ıcies de energia ωΛkσ, ambas em três dimensões, para valores de Ua = 2, 6 e 10 eV respectivamente.
Adotou-se a = 1, 42Å, t1 = t2 = 2, 97 eV e considerou-se t⊥a = t⊥b = 0, 5t1.
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A quebra de simetria elétron-buraco provocada pela não homogeneidade da in-

teração de Hubbard nas sub-redes do substrato abre dois gaps na banda de energia do

grafeno nas proximidades do ponto de Dirac, os quais aumentam com a intensidade de Ua.

O modelo proposto prevê que a posição dos gaps é alterada dependendo da intensidade

dos termos t1[2] e t⊥a[b]. Da observação dos resultados numéricos, verifica-se que uma das

bandas de energia é nula nos vetores de onda kgap em que ocorre o gap de energia. A partir

dessa observação, encontra-se a seguinte expressão† que relaciona kgap com os parâmetros

do modelo:

|φkgap| =
t⊥b
t1

√
t1t⊥a
t2t⊥b

, (4.148)

onde |φk| é dada pela equação (4.73). De acordo com essa expressão, ao longo do caminho

ΓK, KM e MΓ, obtém-se as posições dos gaps (kgap), que são confirmadas pelos resultados

do cálculo numérico autoconsistente, como segue:

1. Trecho ΓK

kgap =
4

a
√

3
arccos


1

2

√
1 +

t⊥b
t1

√
t1t⊥a
t2t⊥b


 ; 0 ≤ t⊥b

t1

√
t1t⊥a
t2t⊥b

≤ 3 (4.149)

2. Trecho KM

kgap =
2π

a
√

3
− 2

a
√

3
arccos

[
1

2

(
1 +

t⊥b
t1

√
t1t⊥a
t2t⊥b

)]
; 0 ≤ t⊥b

t1

√
t1t⊥a
t2t⊥b

≤ 1 (4.150)

3. Trecho MΓ

kgap =
2π

a

(
1

3
+

1√
3

)
− 2

3a
arccos

{
1

4

[(
t⊥b
t1

√
t1t⊥a
t2t⊥b

)2

− 5

]}
; 1 ≤ t⊥b

t1

√
t1t⊥a
t2t⊥b

≤ 3

(4.151)

Para efeito de análise numérica do comportamento da energia em função dos

parâmetros do modelo, toma-se os parâmetros Ua 6= 0, Ub = 0, a = 1, 42Å, t1 = t2 = 2, 97

eV e diferentes valores de t⊥a = t⊥b = t⊥. Na figura (4.16) apresenta-se a estrutura de

bandas de energia considerando Ua = 10 eV, Ub = 0 e t⊥/t1 = 0, 1, 2 e 3 eV. Observa-se

que quando a folha de grafeno está desacoplada do substrato (t⊥ = 0) o gap permanece

fechado e as bandas de energia se interceptam no ponto K de Dirac, como esperado.

†Veja a apêndice F
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Figura 4.17 - Estrutura de bandas, onde o gap ocorre em Γ para valores t⊥/t1 ≥ 3, com Ub = 0 eV.

Adotou-se a = 1, 42Å, t1 = t2 = 2, 97 eV e considerou-se t⊥a = t⊥b = t⊥.

Entretanto, à medida que t⊥ cresce, a posição do gap se desloca do ponto K para o ponto

Γ, como verifica-se na sequência da referida figura. Para valores de t⊥/t1 ≥ 3, ambos os

gaps permanecem no ponto Γ, como pode-se observar na figura 4.17. Nessa percebe-se

que, a partir deste limite, a hibridização é forte o suficiente para abrir o gap, mesmo que

a interação de Hubbard seja homogênea no substrato.
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Para t1 = t2 e t⊥a = t⊥b = t⊥, o limite t⊥/t1 = 3 funciona como uma espécie

de hibridização cŕıtica, a partir da qual o gap abre mesmo se Ua = Ub. Na figura 4.18

apresenta-se o comportamento do gap em função de Ua e t⊥/t1, incluindo os resultados

apresentados nas figuras 4.16 e 4.17. Em 4.18 (a) apresenta-se o gap na região ΓK, onde

pode-se observar que ele aumenta com a intensidade de Ua e t⊥/t1, de forma aproxima-

damente parabólica, na faixa de 0 a 1,9 eV. Em 4.18 (b) observa-se o gap em Γ, no limite

t⊥/t1 ≥ 3, onde verifica-se que a partir de certo valor t⊥/t1, dependendo de Ua, o gap

varia linearmente, na faixa de 0 a 6,5 eV.

0 2 4 6 8 1 0 1 2 1 4 1 6 1 8 2 0
0 , 0
0 , 2
0 , 4
0 , 6
0 , 8
1 , 0
1 , 2
1 , 4
1 , 6
1 , 8
2 , 0

Ga
p (

eV
)

U a  ( e V )

 t ⊥/t 1 = 0 . 5
 t ⊥/t 1 = 1 . 0
 t ⊥/t 1 = 1 . 5
 t ⊥/t 1 = 2 . 0
 t ⊥/t 1 = 2 . 5
 t ⊥/t 1 = 3 . 0

(a)

3 , 0 3 , 2 3 , 4 3 , 6 3 , 8 4 , 0
0

1

2

3

4

5

6

7

Ga
p (

eV
)

t ⊥/ t 1

 U a = 0  e V
 U a = 4  e V
 U a = 8  e V
 U a = 1 2  e V
 U a = 1 6  e V
 U a = 2 0  e V

(b)

Figura 4.18 - Gap em função de Ua e t⊥/t1, com Ub = 0 eV. Em a) apresenta-se o gap da região ΓK, onde

0 ≤ t⊥/t1 ≤ 3. Em b) apreseta-se o gap em Γ, onde t⊥/t1 ≥ 3. Adotou-se a = 1, 42Å, t1 = t2 = 2, 97 eV
e considerou-se t⊥a = t⊥b = t⊥.

A posição do gap, assim como o valor cŕıtico para a hibridização, depende da

relação entre t1, t2, t⊥a e t⊥b. Nas figuras 4.16 e 4.17 mostrou-se os resultados sob a

condição t1 = t2 e t⊥a = t⊥b = t⊥. Na figura 4.19 apresenta-se um resultado para t1 6= t2,

mantendo-se t⊥a = t⊥b = t⊥. Algumas mudanças são observadas, como, por exemplo, a

posição do gap para t⊥/t1 = 2, que em 4.16 se encontra na região ΓK, enquanto que em

4.19 encontra-se em Γ.

O modelo também prevê que o gap se mantém fechado quando uma das hibridiza-

ções é nula. Na figura 4.20 apresenta-se o resultado para quando t⊥b = 0, onde observa-se

que mesmo que se tenha Ua 6= Ub, o gap permanece fechado.

Baseando-se nos resultados apresentados, conclúımos que, do ponto de vista do

modelo apresentado, existem dois fatores importantes para que ocorra a abertura do gap

na relação de dispersão do grafeno. O primeiro é a não homogeneidade da interação

de Hubard nas sub-redes do substrato (Ua 6= Ub), o que provoca a quebra a simetria-

elétron buraco na relação de dispersão do mesmo. O segundo é a hibridização entre as
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monocamadas. Se ambas as sub-redes das monocamadas estão hibridizadas (t⊥a 6= 0,

t⊥b 6= 0), Ua 6= Ub é suficiente para abrir o gap. Se a hibridização for forte o suficiente,

pode ocorrer que mesmo que Ua = Ub, o gap abra e varie linearmente com a hibridização.

Se a hibridização entre uma das sub-redes for nula, o gap permanece fechado, mesmo que

Ua 6= Ub.
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Figura 4.20 - Estrutura de bandas, onde o gap permanece fechado quando t⊥b = 0 eV. Adotou-se a =
1, 42Å, Ua = 10 eV, Ub = 0 eV, t1 = 10 eV e t2 = 2, 97 eV.



90 4.4 Hamiltoniano modelo versus DFT

4.4 Hamiltoniano modelo versus DFT

Para fins de comparação com o modelo de bicamada aqui estudado, foi simulada

uma bicamada composta por uma folha de grafeno puro sobre um substrato de grafeno

modificado usando-se a teoria do funcional da densidade (DFT). A interação de Hubbard é

introduzida na sub-rede A1. A DFT é usada conforme implementado no pacote Quantum

Espresso [13, 14]. O funcional de Perdew, Burke e Ernzerhof (PBE) [124] baseado na

aproximação GGA foi usado para descrever o funcional energia de troca e correlação por

meio de um pseudopotencial com conservação de norma [125]. A otimização geométrica

foi realizada adotando-se o algoritmo quase-Newton Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno

(BFGS), com critério de convergência de 10−3 eV/Å para a força e 10−4 eV para a energia.

Para obter um otimização geométrica mais precisa, a interação de Van der Waals foi

introduzida usando o método semiempirico DFT-D2 de Grimme [126, 127]. A energia

cinética de corte para as funções de onda e densidade de carga foi adotado em 0,408

keV e 3,264 KeV, respectivamente. A zona de Brillouin foi dividida em uma malha 24 x

24 x 2 de pontos k de Monkhorst-Pack [128]. Como pode-se observar nas figuras 4.21,

qualitativamente, os resultados do Hamiltoniano modelo estão em bom acordo com os

resultados da DFT.
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Figura 4.21 - Comparação entre os resultados do Hamiltoniano modelo e da DFT. Para o modelo foi
adotado Ua = 10 eV, Ub = 0 eV, t1 = t2 = 2, 97 eV, mantendo-se t⊥a = t⊥b = t⊥, com t⊥/t1 = 0.25.
Para a bicamada simulada via DFT adotou-se Ua = 10 eV e Ub = 0 eV nas sub-redes do grafeno
modificado.



Caṕıtulo 5

Propriedades Eletrônicas e termoelétricas

das Monocamadas de SnSe1−x, Sn1−xSe,

SnSe1−xAgx e Sn1−xSeAgx

5.1 Introdução

Neste caṕıtulo apresenta-se os estudos referentes às propriedades eletrônicas e

termoelétricas das monocamadas de SnSe com estrutura pura (M-SnSe), modificada por

vacância (M-SnSe1−x, M-Sn1−xSe) e dopada por substituição por átomos de Ag (M-

SnSe1−xAgx, M-Sn1−xSeAgx), onde x corresponde as proporções de 25% e 12,5%, usando a

teoria do funcional da densidade (DFT). Esses estudos são motivados pelo grande interesse

nesses materiais para posśıveis aplicações tenológicas [43,44,46,47,129–133].

Como abordado na seção 3.3, para realizar os cálculos via DFT é necessário utilizar

uma aproximação para o funcional Exc[n], uma vez que sua forma exata é desconhecida.

Os estudos sobre essas monocamadas por meio dessa abordagem são predominantemente

realizados com funcionais baseados na aproximação do gradiente generalizado (GGA) ou

funcionais h́ıbridos, como o HSE06. Sabe-se que a DFT subestima o gap dos materiais

semicondutores e isolantes. Várias tentativas de corrigir esse problema foram propostas

[59, 134–137]. Apesar de vários esforços, essa ainda é uma questão em aberto. Alguns

autores utilizam o funcional HSE06 argumentando que ele fornece um gap mais preciso

que os funcionais baseados, por exemplo, em GGA. Entretanto, os chamados funcionais

h́ıbridos contém parâmetros a serem ajustados, descaracterizando a abordagem ab initio,

conforme comentado na seção 3.2. Uma rota para redução da subestimação do gap ao

mesmo tempo em que se preserva a natureza ab initio foi fornecida por Anisimov et

al. [138] ao proporem uma generalização da aproximação LDA para sistemas com forte

correlação coulombiana, que ficou conhecida como LDA+U. Essa correção também pode

ser combinada com outras aproximações pelo fato de não ter dependência sobre o funcional

a ser corrigido. Nos referimos a essa abordagem de maneira mais geral como DFT+U.

Ela corrige a energia total ao descrever os estados eletrônicos fortemente correlacionados

do sistema real, tipicamente orbitais localizados d ou f (e dependendo da importância,
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orbitais localizados p) usando o modelo de Hubbard, enquanto que os demais elétrons de

valência são tratados pelas aproximações padrões da DFT [139,140]. Nesta abordagem a

energia total do sistema fica expressa por,

EDFT+U = EDFT + EU , (5.1)

onde EDFT é a energia DFT calculada usando funcionais LDA ou GGA e EU é a correção

de energia na formulação de Anisimov et al. O uso desta correção para descrever elétrons

fortemente correlacionados nos orbitais p não é frequentemente utilizada, mas pode ser

importante para alguns sistemas, como pares de oxigênio em óxidos de metais de transição,

por exemplo.

Gusmão et al. [42] realizaram um dos primeiros estudos computacionais sobre as

propriedades de transporte do SnSe na abordagem DFT+U. Seus cálculos foram feitos via

pacote de softwares Quantum Espresso [13,14], sendo os parâmetros Hubbard (U) para os

átomos de Sn e Se obtidos de maneira autoconsistente através do método computacional

ACBN0 desenvolvido por Agapito et al. [141].

Himmetoglu et. al [140] em um importante artigo de revisão chamam a atenção

para o fato de que o parâmetro U não depende apenas de cada átomo, mas também de sua

posição cristalográfica, das propriedades estruturais e magnéticas e sobre o conjunto de

bases usadas para definir a ocupação dos śıtios no funcional com a correção de Hubbard.

Também enfatizam que os valores de U tem portabilidade limitada e seus valores, em geral,

não devem ser estendidos de um cristal para o outro ou de uma implementação LDA+U

para outra, mas sim novamente calculados. Qualquer modificação nas condições f́ısicas e

qúımicas da estrutura, bem como no conjunto de bases usadas no cálculo computacional,

certamente conduzirão a uma modificação de U.

5.2 Monocamada de SnSe

Os cálculos computacionais via DFT realizados na presente tese foram feitos atra-

vés da versão 6.1 do pacote Quantum Espresso [13, 14]. Entretanto a implementação do

método responsável por calcular os parâmetros U foi feita apenas recentemente, na versão

6.4. Pelo fato de não ser usual calcular estes parâmetros para materiais compostos por

átomos de Sn e Se, eles não são originalmente habilitados nos programas set hubbard l.f90

e set hubbard n.f90, fazendo com que seja necessário inclúı-los manualmente. Tal inclusão

não foi realizada versão 6.4 utilizada no Laboratório de Modelagem e Simulação Compu-

tacional - LMSC da UFAM por questões técnicas. Desse modo, não foi posśıvel calcular

os parâmetros de Hubbard para os átomos de Sn e Se para as estruturas M-SnSe a se-

rem estudadas. Não obstante, considerando que os materiais que apresentam estrutura
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cristalina de múltiplas camadas, como o SnSe, são caracterizados por apresentarem fortes

interações covalentes entre os átomos nos planos das camadas e fracas interações de van

der Waals entre os átomos de camadas adjacentes, o autor irá considerar que, a menos

da interação de van der Waals, os parâmetros U do SnSe possam ser considerados como

uma boa aproximação para as M-SnSe a serem estudadas. Neste caso, serão usados os

parâmetros U obtidos por Gusmão et al. [42], não deixando de reconhecer as ponderações

de Himmetoglu et. al [140].

Para as monocamadas de SnSe usa-se como ponto de partida a configuração

estrutural obtida de Hu et al. [46], para a monocamada da fase alotrópica α-SnSe, aqui

denotada por M-SnSe, com as devidas correções dos eixos cristalinos, a qual apresenta um

estrutura cristalina tipo ortorrômbica, com quatro átomos na célula unitária distribúıdos

em uma rede retangular, cujos parâmetros de rede relaxados são a = 3, 95Å, b = 4, 82Å e

distância interplanar d = 2, 59Å. Ir-se-á calcular a máxima eficiência termoelétrica desta

estrutura, apresentada na figura 5.1, na abordagem DFT+U e compará-las com alguns

resultados já obtidos por outros autores em diferentes metodologias.

Figura 5.1 - M-SnSe. As esferas de cor cinza representam os átomos de Sn e as de cor amarela os de Se.
Em a) uma vista do topo, onde o retângulo com linha vermelha tracejada delimita a célula unitária com
4 átomos. Em b) e c) apresenta-se uma visão lateral da M-SnSe. Em b) pode-se ver a disposição zigzag
ao longo do eixo x e em c) a disposição em armchair ao longo do eixo y.
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5.2.1 Metodologia

As propriedades termoelétricas da M-SnSe foram obtidas usando a abordagem

DFT+U implementada no pacote Quantum espresso [13, 14] em conjunto com o pacote

Wannier90 [142–145] e a teoria semi-clássica do transporte de Boltzmann, implementada

no módulo BoltzWann [146]. O funcional de Perdew, Burke e Ernzerhof (PBE) [124]

baseado na aproximação GGA foi usado para descrever o funcional energia de troca e

correlação por meio de um pseudopotencial com conservação de norma [125]. Os parâ-

metros Hubbard para os átomos de Sn, de configuração eletrônica [Kr]4d105s25p2, e Se,

de configuração eletrônica [Ar]3d104s24p4, foram obtidos de Gusmão et al. [42], sendo

0,102832 eV para átomos de Sn e 2,480109 eV para átomos de Se. Para prevenir eventu-

ais interações entre M-SnSe adjacentes foi adotado uma região de vácuo de 25 Å ao longo

do eixo c. A otimização geométrica foi realizada adotando-se o algoritmo quase-Newton

Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS), com critério de convergência de 10−3 eV/Å

para a força e 10−8 eV para a energia, mantendo-se fixa a distância ao longo do eixo c.

Através de testes de convergência, a energia cinética de corte para as funções de onda foi

adotada em 0,816 KeV, enquanto que para a densidade de carga foi assumido o valor† de

3,265 KeV. A zona de Brillouin foi dividida em uma malha 12 x 12 x 1 de pontos k de

Monkhorst-Pack [128]. Também foi usado um teste de convergência auxiliar, que consiste

em avaliar como os valores do mais alto ńıvel ocupado da banda de valência (VBM) e

mais baixo ńıvel desocupado da banda de condução (CBM) mudam com os parâmetros de

corte ‡. Uma comparação entre esse método e o tradicionalmente utilizado é encontrado na

†Foi utilizado o valor padrão, que é de 4 vezes o valor da energia cinética de corte das funções de ondas
planas.

‡Inicialmente, foi encontrada certa dificuldade com os testes de convergência, os quais nada mais são do
que verificar como a energia total do sistema varia com alguns parâmetros, como a energia de corte ou
dimensão da malha de pontos k, por exemplo. Esses testes têm o objetivo de estabelecer os valores para
os quais a energia total do sistema não mais se altera (ou sofre apenas pequenas flutuações) e determinar
os melhores valores de corte para otimizar o tempo computacional e calcular as propriedades com um
certo grau de precisão. A estrutura M-SnSe é semicondutora, mas estava apresentando comportamento
metálico, através da análise da estrutura de bandas. Foi identificado que a escolha da malha de pontos
k era a responsável pela inconsistência, uma vez que ela não continha um número suficiente de vetores
de onda para determinar as propriedades ao longo da zona de Brillouin com boa precisão. A questão era
que as dimensões da malha haviam sido determinadas pelo teste tradicional. A solução encontrada para
este problema foi a elaboração de um novo teste de convergência, que funcionou de maneira auxiliar ao
método tradicional. Nele, é avaliado como os valores do mais alto ńıvel ocupado da banda de valência e do
mais baixo ńıvel desocupado da banda de condução variam com a energia de corte ou dimensão da malha
de pontos k. O novo teste não apresentou (comparada ao método tradicional) diferença significativa para
a energia de corte, mas mostrou-se mais senśıvel para as dimensões da malha de pontos k, motivo pelo
qual foi amplamente utilizado como teste de convergência auxiliar na determinação de seus valores de
corte.
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figura 5.2. Após a otimização geométrica foram calculados a estrutura de bandas, densi-

dade de estados e propriedades de transporte (na aproximação do tempo de relaxação). A

condutividade elétrica (σ), condutividade térmica eletrônica (κel), coeficiente de Seebeck

(S) e limite superior da figura de mérito (ZTsup) foram obtidos na aproximação de banda

ŕıgida, em função da temperatura e potencial qúımico, sendo este último determinado em

função da e concentração de portadores. A visualização e impressão do modelo estrutural

e a seleção da malha de pontos k foram feitos com o pacote XCrySDen [147] e todos os

gráficos foram viabilizados pelo software gnuplot [148]. O caminho padrão adotado ao

longo da primeira zona de Brillouin para o cálculo das estruturas de bandas foi escolhido

de acordo com Setyawan et al. [149].
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Figura 5.2 - Testes de convergência das dimensões da malha de pontos k de Monkhorst-Pack. Em a)
apresenta-se o teste tradicional, que avalia como a energia total do sistema varia, neste caso, com os
valores de kx, ky, onde podemos observar que podemos fazer o corte a partir de 6. Em b) apresenta-se
um método alternativo, que foi amplamente utilizado, o qual avalia como os valores do mais alto ńıvel
ocupado da banda de valência (VBM) e do mais baixo ńıvel desocupado da banda de condução (CBM)
variam com os valores de kx, ky, onde podemos observar, para o mesmo sistema, que o corte mais ideal é
a partir de 10.

5.2.2 Otimização Geométrica

Na tabela 5.1 apresenta-se os parâmetros geométricos da M-SnSe, onde a e b são

os parâmetros de rede, d a distância interplanar média e c a região de vácuo entre mo-

nocamadas adjacentes. Na referida tabela, compara-se os resultados obtidos na presente

metodologia com alguns resultados obtidos por outros autores, onde observa-se que o valor

dos parâmetros estruturais otimizados estão em bom acordo com resultados previamente

reportados. Observa-se que os parâmetros a e b obtidos, são aproximadamente simétricos,

o que certamente terá implicações nas propriedades eletrônicas da monocamada.
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Tabela 5.1 - Parâmetros otimizados para a M-SnSe na abordagem DFT+U em comparação com resultados
obtidos por outros autores, onde a e b são os parâmetros de rede, d a distância interplanar média e c a
região de vácuo entre monocamadas adjacentes. O campo contendo traço indica que o parâmetro não foi
reportado pelo autor.

Referência Abordagem Funcional a(Å) b(Å) d(Å) c(Å)
Este trabalho DFT+U GGA-PBE 4,266 4,272 2,702 25
Ref. [43] DFT GGA-PBE 4,270 4,410 2,730 -
Ref. [44] DFT GGA-PBE 4,307 4,362 - 16
Ref. [46] DFT GGA-PW91 3,950 4,820 2,590 20
Ref. [47] DFT GGA-PBE 4,272 4,593 - 15
Ref. [130] DFT GGA-PBE - - 2,739 20
Ref. [132] DFT GGA-PBE 4,390 4,290 - 15
Ref. [133] DFT GGA-PBE 4,360 4,300 - 15
Ref. [150] DFT GGA-PBE 4,190 4,460 - -
Ref. [151] DFT GGA-PBE 4,360 4,300 - 8
Ref. [152] DFT GGA-PBE 4,280 4,430 2,720 15
Ref. [153] DFT GGA-PBE 4,294 4,370 - 22,99

5.2.3 Propriedades eletrônicas

Na figura 5.3(a) mostra-se a estrutura de bandas, DOS e PDOS obtidas na abor-

dagem DFT+U para a M-SnSe, apresentando um gap direto de 1,21 eV nas regiões ΓX

e Y Γ. A natureza e o valor do gap dessa monocamada a torna potencialmente aplicável

em dispositivos optoeletrônicos. Na figura 5.3 (b) mostra-se a PDOS, onde se observar

que os orbitais p dos átomos de Se predominam na VBM, enquanto que os orbitais p dos

átomos de Sn sobressaem-se na CBM. Existe discrepância ńıtida em 5.3 (a) entre a DOS

e PDOS para os ńıveis mais altos da banda de condução, sendo este fato devido a perda

de parte da informação quando se usa funções harmônicas esféricas para fazer a projeção

da densidade de estados sobre os orbitais. O valor do gap é apresentado na tabela 5.2,

onde pode-se compará-lo com outros resultados reportados em diferentes metodologias.

Na referida tabela, observa-se que existe divergência quanto ao tipo de gap da M-SnSe:

direto ou indireto. Este fato pode ser atribúıdo às diferentes metodologias utilizadas (uso

de diferentes pseudopotenciais, diferentes parâmetros de corte e convergência, região de

vácuo entre monocamadas adjacentes, tipo de relaxamento estrutural adotado, configu-

ração estrutural inicial antes do relaxamento, etc). Somente a śıntese experimental deste

material poderia dar uma resposta a esta questão, mas deve-se lembrar que o próprio

método de śıntese pode influenciar nas caracteŕısticas do material.

Na figura 5.4, mostra-se um exemplo de como a configuração estrutural inicial,

antes do relaxamento, pode influenciar na natureza do gap. À primeira vista isto pode



5.2 Monocamada de SnSe 97

-15

-10

-5

0

5

10

Γ X S Y Γ 0 6 12 18 0 6 12 18

E
(e

V
)

DOS (eV −1) PDOS (eV −1)

Sn
Se

(a)

0.0

2.0

4.0

6.0

8.0

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Sn

V
B

M

C
B

M

0.0

2.0

4.0

6.0

8.0

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Se

V
B

M

C
B

M

P
D

O
S

(e
V

−
1
)

s
p
d

P
D

O
S

(e
V

−
1
)

E(eV)

s
p
d

(b)

Figura 5.3 - Estrutura de bandas, densidade de estados (DOS) e densidade de estados projetada (PDOS)
por átomo e por orbitais para a M-SnSe na abordagem DFT+U. O valor do mais alto ńıvel ocupado da
banda de valência foi adotado como energia de referência e o preenchimento azul ilustra a região de gap.
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Tabela 5.2 - Gap calculado para a M-SnSe na abordagem DFT+U em comparação com resultados obtidos
por outros autores.

Referência Abordagem Gap (eV)/PBE Gap (eV)/HSE06 Natureza
Este trabalho DFT+U 1,21 - direto
Ref. [43] DFT 1,45 - indireto
Ref. [44] DFT 0,91 1,28 indireto
Ref. [46] DFT 1,04 1,67 indireto
Ref. [47] DFT 1,12 - indireto
Ref. [130] DFT 0,90 - direto
Ref. [132] DFT 0,94 - indireto
Ref. [133] DFT 0,93 1,39 direto
Ref. [150] DFT 0,65 - indireto
Ref. [151] DFT 1,01 1,44 direto
Ref. [152] DFT 1,00 1,44 indireto
Ref. [153] DFT 0,89 - indireto

parecer estranho, mas deve-se lembrar que, no cálculo computacional, o relaxamento

estrutural serve para que o cristal encontre a configuração energeticamente mais favorável

a partir de uma certa condição inicial (posições atômicas e tamanho de célula unitária,

por exemplo), o que não necessariamente quer dizer que se ele partir de duas condições

iniciais distintas chegará ao final na mesma configuração. Pode ser que existam mais

de uma configuração energeticamente favorável. Nesse caso, o que irá determinar se a

estrutura se organiza em uma ou outra configuração serão as condições iniciais do cálculo.

Na figura 5.4 (a) observa-se a estrutura de bandas obtida após o relaxamento estrutural

dos dados oriundos de Hu et al. [46] na abordagem DFT, apresentando um gap de natureza

indireta. Na figura 5.4 (b) apresenta-se a estrutura de bandas obtidas na presente tese do

seguinte modo: coletou-se as posições atômicas e dimensões da célula unitária da M-SnSe

relaxada na abordagem DFT+U e usou-se esses parâmetros como configuração inicial para

o relaxamento estrutural na abordagem DFT. Como resultado, a estrutura apresentou gap

de natureza direta.

Na tabela 5.3, apresenta-se os parâmetros estruturais a, b, d e c e a energia

de coesão (Ecoh) das configurações apresentadas na figura 5.4, calculados por meio da

expressão

Ecoh = E(SnSe)− 2E(Sn)− 2E(Se), (5.2)

onde E(SnSe) é a energia da M-SnSe por célula unitária (que contém 2 átomos de Sn e 2

de Se) e E(Sn)[E(Se)] a energia do átomo Sn[Se] isolado.
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Figura 5.4 - Influência da configuração estrutural inicial, antes do relaxamento, sobre a natureza do
gap. Em a) a estrutura de bandas obtida após o relaxamento estrutural dos dados obtidos de Hu et
al. [46] na abordagem DFT, no qual é apresentado gap de natureza indireta. Em b) a estrutura de
bandas obtidas após o relaxamento estrutural na abordagem DFT feito a partir das posições atômicas e
dimensão da célula unitária obtidas na abordagem DFT+U do presente trabalho, no qual é apresentado
gap de natureza direta.

Tabela 5.3 - Parâmetros estruturais e energia de coesão para as duas configurações da figura 5.4.

Configuração Abordagem Funcional a(Å) b(Å) d(Å) c(Å) Ecoh (eV)
Figura 5.4 (a) DFT GGA-PBE 4,2689 4,3841 2,7202 31 -1,2
Figura 5.4 (b) DFT GGA-PBE 4,3140 4,3123 2,7120 31 -1,2

Observa-se que a configuração apresentada em 5.4 (a) possui relativa assimetria

entre os parâmetros a e b, enquanto que a configuração apresentada em 5.4 (b) possui os

parâmetros a e b aproximadamente simétricos. A natureza direta ou indireta do gap está

relacionada a esta simetria ou assimetria dos parâmetros a e b, originária do relaxamento

estrutural feito partir de duas configurações iniciais distintas. Também observa-se que

não existe diferença na energia de coesão, mostrando que as duas configurações parecem

igualmente estáveis.

5.2.4 Propriedades termoelétricas

Para o cálculo das propriedades termoelétricas, representadas pelo coeficiente

Seebeck (S), condutividade elétrica (σ), condutividade térmica eletrônica (κe) e a figura

de mérito (ZT ), o pacote Wannier90 [142–145] e o módulo BoltzWann [146] usam funções

de onda espacialmente localizadas como conjunto de base para o Hamiltoniano do sistema.

Essas funções são conhecidas como funções de Wannier e são centradas sobre os śıtios

atômicos da rede cristalina [154]. O cálculo da estrutura de bandas apresentado na figura

5.3 foi realizado tendo como base funções de ondas planas (Cálculo PWSCF), como é
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padrão na abordagem DFT. Ao se mudar a base do Hamiltoniano para funções de Wannier,

é preciso garantir que os autovalores de energia permaneçam inalterados, uma vez que o

sistema continua o mesmo, estando-se apenas mudando a forma matemática de descrevê-

lo. Para garantir que o sistema esteja sendo descrito de maneira adequada, é necessário

calcular a estrutura de bandas na nova base e compará-la com o resultado da base anterior.

Se as duas bandas se sobrepõe com boa concordância, pode-se prosseguir para os demais

cálculos com segurança. Na figura 5.5 apresenta-se a sobreposição entre as duas estruturas

de bandas, onde pode-se observar que estão em perfeita concordância, evidenciando que

o Hamiltoniano escrito na nova base está descrevendo o sistema de maneira adequada,

podendo-se, assim, dar prosseguimento aos cálculos das propriedades termoelétricas.
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Figura 5.5 - Sobreposição entre a estrutura de bandas calculada com funções de ondas planas PWSCF
(linha sólida) e a estrutura de bandas interpolada calculada com funções de Wannier MLWFs (pontos),
onde em verde é mostrado a região compreendida entre as janelas internas e externas de energia usadas
na interpolação.

O cálculo de S, σ, κe e ZT é feito na aproximação de banda ŕıgida (RBA), que

assume que as variações de temperatura e concentração de portadores tem reflexo apenas

sobre o potencial qúımico, não modificando de forma significativa os autoestados de ener-

gia do sistema. Portanto, considera-se nessa aproximação que a estrutura de bandas não

sofre alterações [155]. Na figura 5.6 é apresentado o potencial qúımico (µ) em função da

temperatura (T ) e concentração de portadores extŕınsecos (∆n). Como o material puro é

um semicondutor intŕınseco, para baixa concentração de portadores o potencial qúımico

parte do centro da região de gap, fato que está associado ao balanceamento entre o número
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de elétrons e buracos do próprio material. O aumento da concentração de portadores ex-

tŕınsecos do tipo n (elétrons) desloca o potencial qúımico para as proximidades da banda

de condução, enquanto que o aumento da concentração do portadores extŕınsecos do tipo

p (buracos) desloca o potencial qúımico para as proximidades da banda de valência. Tam-

bém pode-se observar que para cada temperatura, existe uma faixa de concentração ∆n

em que o potencial qúımico permanece aproximadamente no centro da região de gap.

Isto é devido ao fato de que quanto maior a temperatura, maior o número de elétrons e

buracos intŕınsecos termicamente excitados. Para que alguma alteração significativa no

potencial qúımico seja observada é preciso que a concentração de portadores extŕınsecos

(adicionados ao material) seja maior ou, aproximadamente, da mesma ordem que os in-

tŕınsecos, fazendo com que ocorra um desbalanceamento percept́ıvel na concentração total

de portadores.
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Figura 5.6 - Potencial qúımico (µ) da M-SnSe em função da temperatura e variação de concentração de
portadores, sendo ∆n+ para portadores do tipo p (buracos) e ∆n− para portadores do tipo n (elétrons).
O eixo ∆n está em escala logaŕıtmica. VBM denota o máximo da banda de valência e CBM o mı́nimo da
banda de condução. O valor do mais alto ńıvel ocupado da banda de valência foi adotado como energia
de referência e o preenchimento azul ilustra a região de gap.

Na figura 5.7 (a)[(b)], apresenta-se a componente tensorial xx[yy] da condutivi-

dade elétrica em função da temperatura e potencial qúımico. Não se observa diferença

significativa entre a condutividade elétrica dominada por elétrons e buracos, o que indica
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que a mobilidade de ambos é equiparável. Também não se observa diferença significa-

tiva entre as componentes xx e yy, o que pode ser atribúıdo a relação aproximadamente

simétrica entre os parâmetros a e b. O valor intŕınseco da condutividade elétrica para

cada temperatura corresponde ao mı́nimo de cada curva e seu aumento é devido ao efeito

da condução bipolar. Quando a concentração de portadores extŕınsecos passa a ser sig-

nificativa, o potencial qúımico começa a se deslocar para as proximidades da banda de

valência ou condução, fazendo com que a condutividade elétrica cresça devido ao aumento

na concentração de portadores.
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Figura 5.7 - Componente tensorial xx[yy] da condutividade elétrica em função da temperatura e potencial
qúımico, sendo ∆n+ para portadores do tipo p (buracos) e ∆n− para portadores do tipo n (elétrons). O
eixo σ/τ está em escala logaŕıtmica. VBM denota o máximo da banda de valência e CBM o mı́nimo da
banda de condução. O valor do mais alto ńıvel ocupado da banda de valência foi adotado como energia
de referência e o preenchimento azul ilustra a região de gap.

Na figura 5.8 (a)[(b)], apresenta-se a componente tensorial xx[yy] da condutivi-

dade térmica eletrônica em função da temperatura e potencial qúımico. Não se observa

diferença significativa entre a condutividade térmica eletrônica dominada por elétrons e

buracos, o que está relacionado ao comportamento da condutividade elétrica, uma vez

que ambas estão relacionadas pela lei de Wiedemann-Franz. Também não se observa di-

ferença significativa entre as componentes xx e yy, o que também pode ser atribúıdo a

relação aproximadamente simétrica entre os parâmetros a e b. O valor intŕınseco de κe

para cada temperatura corresponde ao mı́nimo de cada curva e seu aumento é devido ao

efeito da condução bipolar. Quando a concentração de portadores extŕınsecos passa a ser

significativa, o potencial qúımico começa a se deslocar para as proximidades da banda

de valência ou condução, fazendo com que a condutividade térmica eletrônica aumente,

proporcionalmente a condutividade elétrica.

Na figura 5.9 (a)[(b)], apresenta-se a componente tensorial xx[yy] do coeficiente

de Seebeck em função da temperatura e potencial qúımico. Não se observa diferença

significativa entre o coeficiente de Seebeck dominado por elétrons e buracos. Também não
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Figura 5.8 - Componente tensorial xx[yy] da condutividade térmica eletrônica em função da temperatura
e potencial qúımico, sendo ∆n+ para portadores do tipo p (buracos) e ∆n− para portadores do tipo n
(elétrons). O eixo κ/τ está em escala logaŕıtmica. VBM denota o máximo da banda de valência e CBM
o mı́nimo da banda de condução. O valor do mais alto ńıvel ocupado da banda de valência foi adotado
como energia de referência e o preenchimento azul ilustra a região de gap.
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Figura 5.9 - Componente tensorial xx[yy] da coeficiente de Seebeck em função da temperatura e potencial
qúımico, sendo ∆n+ para portadores do tipo p (buracos) e ∆n− para portadores do tipo n (elétrons).
VBM denota o máximo da banda de valência e CBM o mı́nimo da banda de condução. O valor do mais
alto ńıvel ocupado da banda de valência foi adotado como energia de referência e o preenchimento azul
ilustra a região de gap.

se observa diferença significativa entre as componentes xx e yy, o que pode ser atribúıdo

a relação aproximadamente simétrica entre os parâmetros a e b. O valor intŕınseco de S, a

menos de pequenas flutuações numéricas inerentes ao cálculo computacional, é nulo, uma

vez que o material apresenta caracteŕıstica de um semicondutor intŕınseco. Conforme a

temperatura aumenta, observa-se que o valor absoluto do coeficiente de Seebeck diminui,

fato que pode ser atribúıdo ao efeito da condução bipolar dos portadores intŕınsecos. Para

uma baixa concentração de portadores, o coeficiente de Seebeck sai da região intŕınseca
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e atinge seu valor absoluto máximo e depois passa a cair devido ao aumento significativo

de ∆n.
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Figura 5.10 - Componente tensorial xx[yy] do fator de potência em função da temperatura e potencial
qúımico, sendo ∆n+ para portadores do tipo p (buracos) e ∆n− para portadores do tipo n (elétrons). O
eixo S2σ está em escala logaŕıtmica. VBM denota o máximo da banda de valência e CBM o mı́nimo da
banda de condução. O valor do mais alto ńıvel ocupado da banda de valência foi adotado como energia
de referência e o preenchimento azul ilustra a região de gap.

Na figura 5.10 (a)[(b)], apresenta-se a componente tensorial xx[yy] do fator de po-

tência em função da temperatura e potencial qúımico. O fator de potência reflete a relação

entre S e σ, que muitas vezes é conflitante. Como pode-se observar nas figuras 5.7 e 5.9,

enquanto o valor absoluto do coeficiente de Seebeck é alto para uma baixa concentração

de portadores (potencial qúımico nas proximidades do centro da região de gap), a condu-

tividade elétrica é baixa. Quando a concentração de portadores é alta (potencial qúımico

nas proximidades da VBM ou CBM) a condutividade elétrica é alta, mas o coeficiente

de Seebeck é baixo. Na faixa de temperatura analisada, o coeficiente de Seebeck diminui

com a temperatura, efeito da condução bipolar dos portadores intŕınsecos, enquanto que

o mesmo efeito faz a condutividade elétrica aumentar. O fator de potência reflete a com-

petição entre estas duas propriedades. Como a M-SnSe apresenta comportamento de um

semicondutor intŕınseco, o valor intŕınseco do fator de potência para todas as faixas de

temperatura é nulo. O fator de potência aumenta com a temperatura e concentração de

portadores, indicando que a condutividade elétrica é dominante, conseguindo compensar

os efeitos da redução do coeficiente de Seebeck.

Por fim, na figura 5.11 (a)[(b)], apresenta-se a componente tensorial xx[yy] do va-

lor superior da figura de mérito, que está relacionada a máxima eficiência termoelétrica que

a M-SnSe pode apresentar, tendo em vista que não foi posśıvel calcular a condutividade

térmica da rede. Assim como as demais propriedades, não se observa diferença signifi-

cativa entre a figura de mérito dominada por elétrons e buracos, também não existindo
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diferença significativa entre as componentes xx e yy, o que se atribui a relação aproxima-

damente simétrica entre os parâmetros a e b. O valor intŕınseco de ZTsup, é nulo, uma

vez que o material apresenta caracteŕıstica de um semicondutor intŕınseco. Para valores

do potencial qúımico compreendido dentro da região de gap, observa-se uma redução na

figura de mérito com o aumento de temperatura, indicando que a condutividade térmica

eletrônica passa a contrabalancear de forma mais significativa o fator de potência. Para

um potencial qúımico fora da região de gap, penetrando na banda de valência ou condu-

ção, a figura de mérito passa a aumentar com a temperatura, o que está de acordo com

os resultados de Wang et al. [44]. Os valores máximos para a figura de mérito ao longo

dos eixos a e b obtidos para a região do potencial qúımico que corresponde a uma faixa

de concentração de 104 a 1010 portadores/cm2 são de 0,998, 0,992, 0,985, 0,975, 0,962 e

0,948 para 300K, 400K, 500K, 600K, 700K e 800K respectivamente.
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Figura 5.11 - Componente tensorial xx[yy] da figura de mérito em função da temperatura e potencial
qúımico, sendo ∆n+ para portadores do tipo p (buracos) e ∆n− para portadores do tipo n (elétrons).
VBM denota o máximo da banda de valência e CBM o mı́nimo da banda de condução. O valor do mais
alto ńıvel ocupado da banda de valência foi adotado como energia de referência e o preenchimento azul
ilustra a região de gap.

Comparar a máxima figura de mérito ZTsup obtida na metodologia aqui apresen-

tada torna-se uma tarefa dif́ıcil devido as diferentes ênfases dada para a faixa de tempera-

tura, potencial qúımico e/ou concentração de portadores. Far-se-á um comparativo com

quatro trabalhos, os quais conseguiram calcular ZT , uma vez que através de diferentes

metodologias conseguiram estimar ou calcular a condutividade térmica da rede. Wang et

al. [44] calcularam ZT em função do potencial qúımico, mas para valores que se esten-

dem muito além da região de gap do material. Em seus resultados, ZT possui valor de

2,47[2,76] a 700K ao longo do eixo a para um potencial qúımico de -0,62[0,575] eV. Ao

longo do eixo b, reportaram ZT de 2,51[3,27] para um potencial qúımico de -0,63[0,54] eV.

Para valores de potenciais qúımicos além da região de gap, mostraram que ZT aumenta

com a temperatura. Em outro estudo, Hu et al. [46] reportaram ZT de 1,36[2,42], com
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concentração de 5.1019 portadores/cm3, para 300[800]K. Os trabalho de Wang et al. [44]

e Hu et al. [46] tem em comum a utilização do funcional h́ıbrido HSE06 para os cálculos

das propriedades de transporte. Ding et al. [47] obtiveram um valor de ZT de aproxima-

damente 0,8 para os eixos a e b com concentração entre 1019 e 1020 portadores do tipo p

por cm3 a uma temperatura de 750K e um tempo de relaxação de 100 fs, enquanto nas

mesmas condições, mas para portadores do tipo n obtiveram ZT de 0,9. Guo et al. [153]

obtiveram ZT de aproximadamente 0,7[0,8] para um ńıvel de dopagem correspondente a

portadores do tipo n[p] ao longo do eixo a e b a uma temperatura de 900K, enquanto a

600K ZT é aproximadamente 0,55[0,6]. Os trabalho de Ding et al. [47] e Guo et al. [153]

tem em comum a utilização de um funcional PBE baseado sobre a aproximação GGA.

Tendo em vista que os resultados apresentados na figura 5.11 não levam em consideração

a condutividade térmica da rede, fica evidente que a inclusão de tal propriedade, uma vez

estando dispońıvel, irá conduzir a um valor de ZT < 1, o que fica, ao menos qualitativa-

mente, em boa concordância com os resultados de Ding et al. [47] e Guo et al. [153]. Além

de percebermos que os cálculos computacionais são senśıveis aos diferentes tipos de fun-

cionais, deve-se também considerar as limitações impostas pelo uso das aproximações de

banda ŕıgida e tempo de relaxação, sendo este último, em geral, anisotrópico, dependente

da temperatura, concentração e tipo de portadores.

5.3 Monocamadas de SnSe1−x, Sn1−xSe, SnSe1−xAgx e xxx

Sn1−xSeAgx

5.3.1 Metodologia

As propriedades termoelétricas das monocamadas de SnSe modificada por va-

cância (M-SnSe1−x, M-Sn1−xSe) e dopadas substitucionalmente por átomos de Ag (M-

SnSe1−xAgx, M-Sn1−xSeAgx), nas proporções de 25% e 12,5%, conforme apresentadas

na figura 5.12, foram obtidas usando a abordagem DFT+U, implementada no pacote

Quantum espresso [13, 14] em conjunto com o pacote Wannier90 [142–145] e a teoria

semi-clássica do transporte de Boltzmann, implementada no módulo BoltzWann [146]. O

funcional de Perdew, Burke e Ernzerhof (PBE) [124] baseado na aproximação GGA foi

usado para descrever o funcional energia de troca e correlação por meio de um pseudopo-

tencial com conservação de norma [125]. Os parâmetros Hubbard para os átomos de Sn,

de configuração eletrônica [Kr]4d105s25p2, e Se, de configuração eletrônica [Ar]3d104s24p4,

foram obtidos de Gusmão et al. [42], sendo 0,102832 eV para átomos de Sn e 2,480109

eV para átomos de Se. O parâmetro Hubbard para o átomo de Ag, de configuração ele-

trônica [Kr]4d105s1 foi calculado conforme implementado no pacote Quantum Espresso,

sendo seu valor 8,7419 eV. Para prevenir eventuais interações entre monocamadas adjacen-
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M-Sn0,75SeAg0,25

Célula Unitária com 8 átomos

M-Sn0,875SeAg0,125

Célula Unitária com 16 átomos

M-SnSe0,875Ag0,125

Célula Unitária com 16 átomos

M-Sn0,875Se
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Figura 5.12 - Monocamadas de Sn1−xSe, SnSe1−x, Sn1−xSeAgx, SnSe1−xAgx.. As esferas de cor cinza
representam os átomos de Sn, as de cor amarela os de Se e as de cor vermelha os átomos de Ag.

tes foi adotado uma região de vácuo de 25 Å ao longo do eixo c. A otimização geométrica

foi realizada adotando-se o algoritmo quase-Newton Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno

(BFGS), com critério de convergência de 10−3 eV/Å para a força e 10−6 eV para a ener-

gia, mantendo-se fixa a distância ao longo do eixo c. Através de testes de convergência,

a energia cinética de corte para as funções de onda foi adotada em 0,816 KeV, enquanto

que para a densidade de carga foi assumido o valor de 3,265 KeV. A zona de Brillouin

foi dividida em uma malha 12 x 12 x 1 de pontos k de Monkhorst-Pack [128] para as

estruturas com 15 e 16 átomos na célula unitária e 6 x 10 x 1 para as estruturas com 7

e 8 átomos na célula unitária. Após a otimização geométrica foram calculados a estru-

tura de bandas, densidade de estados e propriedades de transporte (na aproximação do

tempo de relaxação). A condutividade elétrica (σ), condutividade térmica eletrônica (κel),

coeficiente de Seebeck (S) e limite superior da figura de mérito (ZTsup) foram obtidos †

em função da temperatura e potencial qúımico. A visualização e impressão do modelo

estrutural e a seleção da malha de pontos k foram feitos com o pacote XCrySDen [147] e

todos o gráficos fora viabilizados pelo software gnuplot [148]. O caminho padrão adotado

ao longo da FBZ para o cálculo das estruturas de bandas foi escolhido de acordo com

Setyawan et al. [149].

†Para as estruturas que apresentaram comportamento semicondutor, através da análise da estrutura de
bandas, as propriedades de transporte foram obtidas na aproximação de banda ŕıgida.
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5.3.2 Otimização Geométrica

Na tabela 5.4 apresenta-se os parâmetros geométricos das monocamadas de SnSe

modificada por vacância, M-SnSe1−x, M-Sn1−xSe, e dopadas substitucionalmente por áto-

mos de Ag, M-SnSe1−xAgx, M-Sn1−xSeAgx, nas proporções apresentadas na figura 5.12,

resultante da aplicação do algoritmo BFGS, considerando a abordagem DFT+U, onde a

e b são os parâmetros de rede, d a distância interplanar média c a região de vácuo entre

monocamadas adjacentes. Também é apresentado na referida tabela a energia de coesão

das estruturas, todas calculadas a partir de expressões similares a equação (5.2), onde

subtrae-se a energia total da estrutura por célula unitária da soma das energias individu-

ais de cada átomo que a compõe. Para o cálculo da energia do átomo isolado, tomou-se

uma célula unitária com dimensões grandes o suficiente para prevenir eventuais interações

interatômicas. As supercélulas com 15 e 16 átomos possuem energia de coesão menor do

que as supercélulas com 7 e 8 átomos, entretanto todas são negativas, o que é favorável a

estabilidade dos sistemas.

Tabela 5.4 - Parâmetros otimizados para as monocamadas de SnSe modificada por vacância, M-SnSe1−x,
M-Sn1−xSe, e dopadas substitucionalmente por átomos de Ag, M-SnSe1−xAgx, M-Sn1−xSeAgx, na abor-
dagem DFT+U, onde a e b são os parâmetros de rede, d a distância interplanar média, c a região de
vácuo entre monocamadas adjacentes e Ecoh é a energia de coesão.

Estrutura átomos/célula unitária a(Å) b(Å) d(Å) c(Å) Ecoh (eV)
M-SnSe0,75 7 (4Sn, 3Se) 8,129 4,262 2,761 25 -2,01
M-Sn0,75Se 7 (3Sn, 4Se) 8,697 3,958 2,575 25 -2,03
M-SnSe0,875 15 (8Sn, 7Se) 8,461 8,523 2,747 25 -4,40
M-Sn0,875Se 15 (7Sn, 8Se) 8,462 8,465 2,719 25 -4,41
M-SnSe0,75Ag0,25 8 (4Sn, 3Se, 1Ag) 8,765 4,066 2,744 25 -2,19
M-Sn0,75SeAg0,25 8 (3Sn, 4Se, 1Ag) 8,168 4,108 2,778 25 -2,22
M-SnSe0,875Ag0,125 16 (8Sn, 7Se, 1Ag) 8,483 8,488 2,756 25 -4,57
M-Sn0,875SeAg0,125 16 (7Sn, 8Se, 1Ag) 8,373 8,375 2,709 25 -4,61

5.3.3 Propriedades eletrônicas

Nas figuras 5.13-5.20 apresenta-se as estruturas de bandas, DOS e PDOS (por

átomo) obtidas na abordagem DFT+U para as monocamadas modificadas por vacân-

cia: M-SnSe1−x e M-Sn1−xSe, e dopadas substitucionalmente por átomos de Ag: M-

SnSe1−xAgx e M-Sn1−xSeAgx. As estruturas modificadas por vacância, M-SnSe0,75, figura

5.13, e M-Sn0,75Se, figura 5.15, correspondente a 25% de vacância de átomos de Se e

Sn, respectivamente, apresentam comportamento metálico, com as proximidades da ener-

gia de Fermi, conforme figuras 5.21 e 5.23, sendo dominada pelos orbitais p dos átomos



5.3 Monocamadas de SnSe1−x, Sn1−xSe, SnSe1−xAgx e xxx Sn1−xSeAgx 109

de Sn e Se, respectivamente. Por outro lado, as estruturas M-SnSe0,875, figura 5.14, e

M-Sn0,875Se, figura 5.16, correspondente a 12,5% de vacância de átomos de Se e Sn, res-

pectivamente, apresentam comportamento semicondutor, com a primeira possuindo gap

indireto de 0,66 eV (45,5% menor do que para a M-SnSe) e a segunda possuindo gap

direto de 0,44 eV (63,6% menor do que para a M-SnSe), com as proximidades da VBM

e CBM, conforme figuras 5.22 e 5.24, sendo dominada pelos orbitais p dos átomos de

Sn e Se, respectivamente. As estruturas dopadas substitucionalmente por átomos de Ag,

M-SnSe0,75Ag0,25, M-SnSe0,875Ag0,125, M-Sn0,75SeAg0,25 e M-Sn0,875SeAg0,125, onde as duas

primeiras correspondem a dopagem substitucional de átomos de Se por Ag na proporção

de 25% e 12,5%, e as duas últimas à dopagem substitucional de átomos de Sn por Ag nas

mesmas proporções, apresentam, conforme as figuras 5.17-5.20, comportamento metálico,

com as proximidades da energia de Fermi, conforme figuras 5.25 e 5.26, sendo dominada

pelos orbitais p dos átomos de Sn (M-SnSe0,75Ag0,25, M-SnSe0,875Ag0,125), e, conforme fi-

guras 5.27 e 5.28, orbitais p dos átomos de Se (M-Sn0,75SeAg0,25, M-Sn0,875SeAg0,125). A

posição da energia de Fermi e a disposição das bandas de energia, nos permite concluir

que a estrutura M-SnSe0,875Ag0,125, figura 5.18, tem seu processo de condução dominado

por elétrons, enquanto que a estrutura M-Sn0,875SeAg0,125, figura 5.20 tem seu processo

de condução dominada por buracos.

-15

-10

-5

0

5

Γ X S Y Γ0 9 180 9 18

E
n
er

gi
a

(e
V

)

M-SnSe0,75 DOS( 1

eV
) PDOS( 1

eV
)

Sn
Se

Figura 5.13 - Estrutura de bandas, densidade de estados (DOS) e densidade de estados projetada (PDOS)
por átomo para as monocamadas de SnSe0,75, na abordagem DFT+U.
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Figura 5.14 - Estrutura de bandas, densidade de estados (DOS) e densidade de estados projetada (PDOS)
por átomo para as monocamadas de SnSe0,875, na abordagem DFT+U.
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Figura 5.15 - Estrutura de bandas, densidade de estados (DOS) e densidade de estados projetada (PDOS)
por átomo para as monocamadas de Sn0,75Se, na abordagem DFT+U.
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Figura 5.16 - Estrutura de bandas, densidade de estados (DOS) e densidade de estados projetada (PDOS)
por átomo para as monocamadas de Sn0,875Se, na abordagem DFT+U.
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Figura 5.17 - Estrutura de bandas, densidade de estados (DOS) e densidade de estados projetada (PDOS)
por átomo para as monocamadas de SnSe0,75Ag0,25, na abordagem DFT+U.
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Figura 5.18 - Estrutura de bandas, densidade de estados (DOS) e densidade de estados projetada (PDOS)
por átomo para as monocamadas de SnSe0,875Ag0,125, na abordagem DFT+U.

-10

-5

0

5

Γ X S Y Γ0 9 180 9 18

E
n
er

gi
a

(e
V

)

M-Sn0,75SeAg0,25 DOS( 1

eV
) PDOS( 1

eV
)

Sn
Se
Ag

Figura 5.19 - Estrutura de bandas, densidade de estados (DOS) e densidade de estados projetada (PDOS)
por átomo para as monocamadas de Sn0,75SeAg0,25, na abordagem DFT+U.
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Figura 5.20 - Estrutura de bandas, densidade de estados (DOS) e densidade de estados projetada (PDOS)
por átomo para as monocamadas de Sn0,875SeAg0,125, na abordagem DFT+U.
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Figura 5.21 - PDOS por orbitais para as monocamadas de SnSe0,75, na abordagem DFT+U.
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Figura 5.22 - PDOS por orbitais para as monocamadas de SnSe0,875, na abordagem DFT+U.
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Figura 5.23 - PDOS por orbitais para as monocamadas de Sn0,75Se, na abordagem DFT+U.
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Figura 5.24 - PDOS por orbitais para as monocamadas de Sn0,875Se, na abordagem DFT+U.
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Figura 5.25 - PDOS por orbitais para as monocamadas de SnSe0,75Ag0,25, na abordagem DFT+U. O
valor da energia de Fermi foi adotada como energia de referência.
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Figura 5.26 - PDOS por orbitais para as monocamadas de SnSe0,875Ag0,125, na abordagem DFT+U. O
valor da energia de Fermi foi adotada como energia de referência.
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Figura 5.27 - PDOS por orbitais para as monocamadas de Sn0,75SeAg0,25, na abordagem DFT+U. O
valor da energia de Fermi foi adotada como energia de referência.
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Figura 5.28 - PDOS por orbitais para as monocamadas de Sn0,875SeAg0,125, na abordagem DFT+U. O
valor da energia de Fermi foi adotada como energia de referência.
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5.3.4 Propriedades termoelétricas

Considerando as observações da seção 5.2.4 e constatando que as estruturas de

bandas calculadas com o Hamiltoniano escrito na base de funções de ondas planas e na

base de funções de Wannier se sobrepõe com boa concordância, foram calculadas as propri-

edades termoelétricas das monocamadas de SnSe modificadas por vacância, M-SnSe1−x

e M-Sn1−xSe, e dopadas substitucionalmente por átomos de Ag, M-SnSe1−xAgx e M-

Sn1−xSeAgx, nas proporções de 25% e 12,5%. Paras as monocamadas semicondutoras

(M-SnSe0,875 e M-Sn0,875Se), o cálculo de S, σ, κe e ZTsup é feito na aproximação de

banda ŕıgida (RBA).
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Figura 5.29 - Potencial qúımico (µ) para as monocamadas M-SnSe0,875 e M-Sn0,875Se, em função da
temperatura e variação de concentração de portadores, sendo ∆n+ para portadores do tipo p (buracos) e
∆n− para portadores do tipo n (elétrons). O eixo ∆n está em escala logaŕıtmica. VBM denota o máximo
da banda de valência e CBM o mı́nimo da banda de condução. O valor do mais alto ńıvel ocupado da
banda de valência foi adotado como energia de referência e o preenchimento azul ilustra a região de gap.

Na figura 5.29 é apresentado o potencial qúımico (µ) em função da temperatura

(T ) e concentração de portadores extŕınsecos (∆n) para as monocamadas M-SnSe0,875 e

M-Sn0,875Se, pois, como já mencionado, são, dentre as estruturas estudadas, as que pos-

suem comportamento semicondutor. A estrutura M-SnSe0,875 tem caracteŕıstica de um

semicondutor intŕınseco, pois para baixa concentração de portadores, o potencial qúımico

parte do centro da região de gap, fato que está associado ao balanceamento entre o nú-

mero de elétrons e buracos do próprio material. Entretanto, a estrutura M-Sn0,875Se tem

caracteŕıstica de um semicondutor do tipo n, pois para baixa concentração de portadores,

o potencial qúımico parte deslocado do centro da região de gap, mais próximo da CBM.

Conforme esperado, o aumento da concentração de portadores extŕınsecos do tipo n (elé-

trons) desloca o potencial qúımico para as proximidades da banda de condução, enquanto

que o aumento da concentração do portadores extŕınsecos do tipo p (buracos) desloca o

potencial qúımico para as proximidades da banda de valência. Novamente, assim como
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para a M-SnSe, observa-se que para cada temperatura, existe uma faixa de concentração

∆n em que o potencial qúımico permanece aproximadamente constante. Deve-se ressaltar

que isto é devido ao fato de que quanto maior a temperatura, maior o número de elétrons e

buracos intŕınsecos termicamente excitados e que para que alguma alteração significativa

no potencial qúımico seja observada é preciso que a concentração de portadores extŕın-

secos (adicionados ao material) seja maior ou aproximadamente da mesma ordem que os

intŕınsecos, fazendo com que ocorra um desbalanceamento percept́ıvel na concentração

total de portadores.

No Apêndice H são apresentadas as componentes tensoriais xx e yy da condutivi-

dade elétrica, condutividade térmica eletrônica, coeficiente de Seebeck, fator de potência

e figura de mérito, em função da temperatura e potencial qúımico.

Para efeitos de comparação com os resultados da M-SnSe, obtidos na seção 5.2.4,

apresenta-se nas figuras de 5.30 a 5.34 o comparativo da componente tensorial xx das

referidas propriedades termoelétricas em função do potencial qúımico, à temperatura de

300K. Em 5.30, observa-se que as vacâncias e a dopagem substitucional por átomos de

Ag aumentam a condutividade elétrica, em comparação a estrutura pura, M-SnSe. Ana-

lisando as estruturas semicondutoras (M-SnSe0,875 e M-Sn0,875Se), para as quais tem-se

12,5% de vacâncias de átomos de Se e Sn, respectivamente, observa-se que as vacân-

cias de átomos de Sn provocam um maior aumento na condutividade elétrica do que as

vacâncias de átomos de Se. Para as referidas estruturas semicondutoras, a condutivi-

dade elétrica, na faixa de energia próxima ao centro da região de gap, é de aproxima-

damente 10−6Ω−1m−1fs−1, 10−2Ω−1m−1fs−1 e 1Ω−1m−1fs−1, para M-SnSe, M-SnSe0,875 e

M-Sn0,875Se, respectivamente. As demais estruturas, naturalmente, possuem uma maior

condutividade elétrica, entre 104Ω−1m−1fs−1 e 105 Ω−1m−1fs−1, nas proximidades da ener-

gia de Fermi, uma vez que têm comportamento metálico. O mesmo comportamento é

observado quando se analisa a condutividade térmica eletrônica, figura 5.31, uma vez que

esta está ligada a condutividade elétrica através da lei de Wiedmann-Franz. As vacân-

cias e a dopagem substitucional por átomos de Ag aumentam a condutividade térmica

eletrônica, quando comparada a M-SnSe. As estruturas metálicas possuem condutividade

térmica eletrônica entre 1Wm−1K−1fs−1 e 10−1Wm−1K−1fs−1, nas proximidades da ener-

gia de Fermi, enquanto que as estruturas semicondutoras, possuem, na faixa de energia

próxima ao centro da região de gap, condutividade térmica eletrônica de aproximadamente

10−9Wm−1K−1fs−1, 10−5Wm−1K−1fs−1 e 10−3Wm−1K−1fs−1, para M-SnSe, M-SnSe0,875 e

M-Sn0,875Se, respectivamente. Este quadro de aumento muda quando analisa-se o coefici-

ente de Seebeck, figura 5.32. As vacâncias e a dopagem substitucional por átomos de Ag

reduzem o valor absoluto do coeficiente de Seebeck, comparado a M-SnSe. Analisando

as estruturas semicondutoras, M-SnSe0,875 e M-Sn0,875Se, observa-se que as vacâncias de

átomos de Sn provocam uma maior redução no valor absoluto do coeficiente de Seebeck do
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que as vacâncias de átomos de Se. As demais estruturas possuem um menor valor absoluto

do coeficiente de Seebeck nas proximidades da energia de Fermi, uma vez que têm com-

portamento metálico. Na figura 5.33, observa-se que para as estruturas semicondutoras,

M-SnSe0,875 e M-Sn0,875Se, as vacâncias de átomos de Sn provocam um maior aumento

no fator de potência do que as vacâncias de átomos de Se, na faixa de energia próxima

ao centro da região de gap. Entretanto, nas proximidades da VBM de cada estrutura, a

diferença é, em termos práticos, impercept́ıvel, sendo o fator de potência em torno de 10−4

Wm−1K−2, enquanto que nas proximidades da CBM, a diferença é impercept́ıvel para M-

SnSe e M-SnSe0,875, em torno de 10−4 Wm−1K−2, enquanto que para M-Sn0,875Se o fator

de potência é um pouco menor. Para das demais estruturas, o fator de potência fica entre

10−8 Wm−1K−2 e 10−4 Wm−1K−2, nas proximidades da energia de Fermi. Por fim, na fi-

gura 5.34, apresenta-se o comparativo entre as figuras de mérito superior, onde observa-se

que as vacâncias e a dopagem substitucional por átomos de Ag, nas proporções de 25%

e 12,5% reduzem o máximo desempenho termoelétrico, em comparação a estrutura pura,

M-SnSe. Analisando as estruturas semicondutoras, M-SnSe0,875 e M-Sn0,875Se, observa-se

que as vacâncias de átomos de Sn provocam uma maior redução no valor superior da figura

de mérito do que as vacâncias de átomos de Se. Apesar desta redução, ZTsup permanece

acima de 0,9. As demais estruturas, sendo metálicas, possuem um baixo ZTsup, abaixo

de 0,1, nas proximidades da energia de Fermi, com exceção da M-SnSe0,875Ag0,125, que

possui ZTsup de aproximadamente 0,4. Apesar desta exceção, deve-se lembrar que não se

está levando em conta a condutividade térmica da rede, mediada majoritariamente por

fônons acústicos. Materiais metálicos tem a caracteŕıstica de serem bons condutores de

calor, então espera-se que a condutividade térmica da rede reduza drasticamente a figura

de mérito destes materiais.
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Figura 5.30 - Comparação da componente tensorial xx da condutividade elétrica em função do potencial
qúımico, à temperatura de 300K, entre as monocamadas de SnSe, SnSe1−x, Sn1−xSe, SnSe1−xAgx e
Sn1−xSeAgx. Para as estruturas semicondutoras, o centro da região de gap foi adotado como energia de
referência e a parte da curva tracejada corresponde a concentração de portadores do tipo p, enquanto
que a parte sólida corresponde a concentração de portadores do tipo n. Para as estruturas metálicas, a
energia de Fermi foi adotada como energia de referência, a qual corresponde a linha branca tracejada.
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Figura 5.31 - Comparação da componente tensorial xx da condutividade térmica eletrônica em fun-
ção do potencial qúımico, à temperatura de 300K, entre as monocamadas de SnSe, SnSe1−x, Sn1−xSe,
SnSe1−xAgx e Sn1−xSeAgx. Para as estruturas semicondutoras, o centro da região de gap foi adotado
como energia de referência e a parte da curva tracejada corresponde a concentração de portadores do tipo
p, enquanto que a parte sólida corresponde a concentração de portadores do tipo n. Para as estruturas
metálicas, a energia de Fermi foi adotada como energia de referência, a qual corresponde a linha branca
tracejada.
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Figura 5.32 - Comparação da componente tensorial xx do coeficiente de Seebeck em função do potencial
qúımico, à temperatura de 300K, entre as monocamadas de SnSe, SnSe1−x, Sn1−xSe, SnSe1−xAgx e
Sn1−xSeAgx. Para as estruturas semicondutoras, o centro da região de gap foi adotado como energia de
referência e a parte da curva tracejada corresponde a concentração de portadores do tipo p, enquanto
que a parte sólida corresponde a concentração de portadores do tipo n. Para as estruturas metálicas, a
energia de Fermi foi adotada como energia de referência, a qual corresponde a linha branca tracejada.
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Figura 5.33 - Comparação da componente tensorial xx do fator de potência em função do potencial
qúımico, à temperatura de 300K, entre as monocamadas de SnSe, SnSe1−x, Sn1−xSe, SnSe1−xAgx e
Sn1−xSeAgx. Para as estruturas semicondutoras, o centro da região de gap foi adotado como energia de
referência e a parte da curva tracejada corresponde a concentração de portadores do tipo p, enquanto
que a parte sólida corresponde a concentração de portadores do tipo n. Para as estruturas metálicas, a
energia de Fermi foi adotada como energia de referência, a qual corresponde a linha branca tracejada.
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Figura 5.34 - Comparação da componente tensorial xx da figura de mérito em função do potencial qúımico,
à temperatura de 300K, entre as monocamadas de SnSe, SnSe1−x, Sn1−xSe, SnSe1−xAgx e Sn1−xSeAgx.
Para as estruturas semicondutoras, o centro da região de gap foi adotado como energia de referência e
a parte da curva tracejada corresponde a concentração de portadores do tipo p, enquanto que a parte
sólida corresponde a concentração de portadores do tipo n. Para as estruturas metálicas, a energia de
Fermi foi adotada como energia de referência, a qual corresponde a linha branca tracejada.



Caṕıtulo 6

Estabilidade elástica e dinâmica das

monocamadas ZnX(X=O, S, Se, Te) e

suas propriedades eletrônicas,

termoelétricas e óticas

6.1 Justificativa do estudo

Um dos estudos que fora cogitado para ser realizado versa sobre dopagem subs-

titucional da M-SnSe por átomos de zinco, śımbolo atômico Zn, configuração eletrônica

[Ar]3d104s2. Inicialmente, a M-SnSe chegou a ser dopada, com substituição de 50% de Sn

por Zn, estrutura denominada M-Sn0,5SeZn0,5. Tendo em mente a abordagem DFT+U,

foi calculado a interação de Hubbard, U, para o átomo de Zn, conforme implementado no

pacote Quantum Espresso, uma vez que tal elemento possui orbitais d fortemente corre-

lacionados. Como resultado do relaxamento estrutural na abordagem DFT+U, conforme

apresentado na figura 6.1, verificou-se a formação de uma estrutura similar a uma bica-

mada, com os elementos Zn e Se formando uma espécie de substrato, com rede tetragonal,

sobre a qual ficou disposta uma monocamada composta por átomos de Sn e Se, de mesma

rede cristalina. A formação de uma monocamada de ZnSe chamou a atenção e foi feita

uma busca na literatura sobre estudos relacionados a este tipo de material. Tal busca

retornou a existência de estudos experimentais e ab initio de dois tipos de estrutura: a te-

tragonal e a hexagonal [156–159]. Dentre estas, a atenção foi direcionada a monocamada

de ZnSe hexagonal, pelo fato de Sun et al. [156] reportarem a fabricação de camadas

independentes de ZnSe, com espessura de 4 átomos, enquanto que a monocamada te-

tragonal é, até então, apenas prevista teoricamente. Na referida busca, não retornaram

estudos sobre as propriedades termoelétricas de monocamadas de ZnSe, o que se tornou

uma oportunidade em potencial, uma vez que as investigações de tais propriedades para a

M-SnSe estava em curso. Afim de obter os parâmetros de Hubbard mais precisos para os

elementos Zn e Se, foi enviado a profa. Dra. Marta Silva dos Santos Gusmão, DF-UFAM,

os dados estruturais da referida monocamada de rede hexagonal, para a qual foi calculada

os parâmetros U, no laboratório de F́ısica computacional da University of North Texas,
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USA, usando o método ACBN0, desenvolvido por Agapito et al. [141]. Por sugestão do

o orientador da presente tese, prof. Dr. Hidembergue Ordozgoith da Frota, a atenção

também foi direcionada as monocamadas de ZnO, ZnS e ZnTe, estruturas conhecidas

como mono-calcogenetos de zinco. Desta maneira, foi originado o estudo apresentado no

presente caṕıtulo.

Figura 6.1 - M-SnSe dopada substitucionalmente por átomos de Zn, com substituição de 50% de Sn por
Zn. As esferas de cor cinza representam os átomos de Sn, as de cor amarela, os átomos de Se, e as de cor
roxa, os átomos de Zn.

6.2 Monocamadas de ZnX(X=O, S, Se, Te)

Entre os materiais bidimensionais que têm sido estudados nos últimos anos, como

alternativas ao grafeno, sobressaem-se os mono-calcogenetos de metais de transição com

estrutura tipo grafeno. Em particular, as monocamadas de mono-calcogenetos de Zinco,

com a fórmula qúımica ZnX (X = O, S, Se, Te), onde os átomos Zn e X ocupam distinta-

mente as duas sub-redes triangulares que formam a estrutura hexagonal do grafeno. Em

estudo sistemático desenvolvido por Zheng et al. [160], usando DFT dentro da aproxima-

ção de densidade local (LDA), observou-se, da análise da estabilidade dinâmica por meio

do espectro de dispersão de fônons, que a monocamada de ZnO possui “boa” estabilidade.

Entretanto, desse mesmo estudo, concluiu-se que as monocamadas de ZnS, ZnSe e ZnTe

têm “fraca” estabilidade, uma vez que seus espectros de fônons apresentaram frequências

negativas.

Na presente seção analisaremos a estabilidade elástica e dinâmica das monocamadas
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de ZnX (X = O, S, Se, Te) na abordagem DFT+U. Verificar-se-á que a introdução do

parâmetro U de Hubbard garantirá estabilidade elástica, bem como dinâmica, a todas as

monocamadas de ZnX (X = O, S, Se, Te). Com a garantia de que essas monocamadas

são dinamicamente estáveis, calcular-se-á as suas propriedades eletrônicas, representadas

pela densidade de estados projetadas (PDOS) e espectros das bandas de energia, e as

propriedades termoelétricas: condutividade elétrica, térmica, coeficiente de Seebeck, fator

de potência e figura de mérito.

6.2.1 Metodologia

As propriedades eletrônicas e termoelétricas das monocamadas de ZnX (X = O,

S, Se, Te) na estrutura tipo grafeno foram obtidos na abordagem DFT + U, proposta

por Anisimov et al. [138], conforme implementado no pacote Quantum Espresso [13, 14]

em conjunto com o pacote Wannier90 [142–145] e a teoria semi-clássica do transporte de

Boltzmann, implementada no módulo BoltzWann [146]. O funcional de Perdew, Burke e

Ernzerhof (PBE) [124] baseado na aproximação GGA foi usado para descrever o funcional

energia de troca e correlação por meio de um pseudopotencial com conservação de norma

[125]. Os parâmetros U utilizados no método DFT+U foram obtidos a partir do método

ACBN0, de Agapito Curtarolo e Buongiorno Nardelli, desenvolvido por Agapito et al.

[141], em que a interação de Hubbard U é calculada diretamente das integrais de Coulomb

e de troca, tendo a blindagem do potencial de Coulomb aprimorada pela renormalização

da matriz densidade. Para prevenir eventuais interações entre monocamadas adjacentes

foi adotado uma região de vácuo de 25 Å ao longo do eixo c. A otimização geométrica

foi realizada adotando-se o algoritmo quase-Newton Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno

(BFGS), com critério de convergência de 10−4 eV/Å para a força e de 10−6 eV para a

energia, mantendo-se fixa a distância ao longo do eixo c. Através de testes de convergência,

a energia cinética de corte para as funções de onda foi adotada em 1, 088 keV, enquanto

que para a densidade de carga foi assumido o valor de 4, 352 keV. A zona de Brillouin foi

dividida em uma malha 12 x 12 x 1 de pontos k de Monkhorst-Pack [128]. A visualização

e impressão do modelo estrutural e a seleção da malha de pontos k foram feitos com o

pacote XCrySDen [147]. O caminho padrão adotado ao longo da FBZ para o cálculo das

estruturas de bandas foi escolhido de acordo com Setyawan et al. [149].

6.2.2 Parâmetros Hubbard

Na tabela 6.1 apresenta-se os valores de U para o Zn e os átomos X (X = O, S, Se,

Te), na matriz das monocamadas de ZnX, obtidos pelo método ACBN0. Observa-se que

os valores de U para o átomo Zn depende de sua vizinhança, conforme chamam atenção

Himmetoglu et. al [140], sendo aproximadamente iguais para as monocamadas de ZnS e

ZnSe, e muito diferentes para as monocamadas de ZnO e ZnTe. O mesmo comportamento
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é observado para os átomos X (X = O, S, Se, Te). Esses resultados serão utilizados nos

cálculos de todas as propriedades desenvolvidos nesta seção.

Tabela 6.1 - Parâmetros Hubbard U (em eV) para o Zn e os átomos de O, S, Se e Te, obtidos do cálculo
autoconsistente nas monocamadas de ZnX (X = O, S, Se, Te).

Átomo ZnO ZnS ZnSe ZnTe
Zn 13,71 14,36 14,63 17,02
X (O, S, Se, Te) 6,12 3,69 3,15 2,35

6.2.3 Otimização geométrica

As definições dos parâmetros geométricos estão ilustradas na figura 6.2, onde a

representa o parâmetro de rede, dZnX é a distância entre os átomos vizinhos Zn e X (O,

S, Se, Te), ∆z é a distância interplanar entre os planos definidos pelos átomos Zn e X

(O, S, Se, Te). Na Tabela 6.2 apresenta-se os parâmetros geométricos das monocamadas

de ZnX (X = O, S, Se, Te), resultantes da aplicação do algoritmo BFGS, em que se

compara os resultados do presente trabalho, usando a aproximação GGA, levando em

conta a interação U de Hubbard, (GGA+U), com aqueles obtidos em trabalhos anteriores,

usando as aproximações LDA e GGA.

Figura 6.2 - Estrutura cristalina das camadas de ZnX (X = O, S, Se, Te).

Observa-se que, para todas as monocamadas ZnX, os parâmetros de rede a e as

distâncias ente átomos vizinhos dZnX , considerando a interação U de Hubbard, resultaram

muito próximos daqueles obtidos por Chaurasiya et al. [161]. Entretanto, deve-se chamar
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a atenção para os resultados das distâncias interplanares, dadas pelo parâmetro de flamba-

gem ∆z. Nesse caso, os cálculos de DFT+U apresentam valores maiores para as camadas

de ZnS, ZnSe e ZnTe. As diferenças entre os resultados são mais acentuadas para o ZnSe

(81, 5%) e o ZnTe (52, 65%). Verifica-se que todas as estruturas de monocamadas estuda-

das na referência [160] são planares, com exceção dos selenetos e teluretos dos elementos

do grupo 2B da tabela periódica, que apresentam flambagem. Embora ainda não exista

uma explicação definitiva para essa flambagem, acredita-se que esteja associada à menor

energia de ligação na formação das monocamadas e à diferença de eletronegatividade dos

seus componentes atômicos.

Tabela 6.2 - Otimização geométrica das monocamadas de ZnX (X= O, S, Se, Te).

ZnX
DFT DFT+U*

a(Å) dZnX ∆z(Å) a(Å) dZnX ∆z(Å)
ZnO 3,211 ; 3,322 1,851 ; 1,912 01 3,32 1,91 0
ZnS 3,801 ; 3,872 ; 3,883 2,191 ; 2,232 01 3,92 2,26 0,0027
ZnSe 3,991 ; 4,062 ; 4,103 2,311 ; 2,402 0,181 4,10 2,39 0,3267
ZnTe 4,291 ; 4,402 ; 4,433 2,501 ; 2,592 0,371 4,32 2,56 0,5648

* Este trabalho.
1 Ref. [160].
2 Ref. [161].
3 Ref. [162].

Na figura 6.3 apresenta-se uma análise das ligações qúımicas entre o átomo Zn e os

átomos X (X = O, S, Se, Te) nas monocamadas de ZnX , com U 6= 0. Para isso, apresenta-

se nas colunas à esquerda (coluna a), ao centro (coluna b) e à direita (coluna c) dessa figura

os parâmetros a seguir. Coluna (a): função de localização eletrônica (ELF); coluna (b):

distribuição da densidade da pseudocarga eletrônica; coluna (c): densidade de carga da

célula unitária subtráıda da superposição da carga atômica. A ELF, que varia entre zero

e um, é um parâmetro proposto por Becke e Edgecombe [163] para identificar a natureza

das ligações qúımicas nos sólidos, tomando como base a probabilidade de formação de

pares de elétrons emparelhados. O limite de ELF=1 representa uma localização perfeita

e ELF=1/2 corresponde a uma probabilidade de formação t́ıpica de pares tipo elétrons

livres. Identificando essa figura por linhas e colunas, as linhas são identificadas pelo

tipo de monocamada (ZnO, ZnS, ZnSe e ZnTe) e as colunas pelo tipo de parâmetro

calculado (a - função de localização eletrônica (ELF); b - distribuição da densidade da

pseudocarga eletrônica; c - densidade de carga da célula unitária subtráıda da superposição

da carga atômica). Observa-se pelas imagens da coluna (a) que, ao contrário do que

ocorre no grafeno, que apresenta ligações covalentes não polares, todas as monocamadas

ZnX possuem a tendência da densidade eletrônica ser preponderantemente localizada no



6.2 Monocamadas de ZnX(X=O, S, Se, Te) 131

Figura 6.3 - Para as monocamadas de ZnX (X = O, S, Se, Te), com U 6= 0, apresenta-se nas colunas
à esquerda (a), ao centro (b) e à direita (c), os parâmetros a seguir. Coluna (a): função de localização
eletrônica (ELF); coluna (b): distribuição da densidade da pseudocarga eletrônica; coluna (c): densidade
de carga da célula unitária subtráıda da superposição da carga atômica.

átomo com maior eletronegatividade. Dos cinco elementos qúımicos que participam dessas

ligações, a eletronegatividade é dada nessa ordem: O(3,44), S(2,58), Se(2,55), Te(2,10) e

Zn(1,65) [164]. Assim, existe mais localização eletrônica nos átomos X do que no átomo

Zn. Com isso, os elétrons não estão distribúıdos igualmente entre os átomos Zn e X,

como ocorre no grafeno, em que existe uma distribuição equânime de elétrons entre os

átomos de carbono das sub-redes que constituem esse material. Pela observação da coluna

(c) verifica-se que, quanto maior for a diferença entre as eletronegatividades dos átomos

Zn e X, maior é o caráter polar (iônico) da ligação qúımica, embora os elétrons estejam

sendo compartilhados entre os dois centros de carga, como mostram as imagens coluna (b),

representativas das densidades das pseudocargas. A diferença entre as eletronegatividades
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dos elementos qúımicos que constituem as monocamadas decresce na seguinte ordem:

ZnO(1,79), ZnS(0,93), ZnSe(0,90) e ZnTe(0,45). Como pode ser visto nas imagens da

coluna (c), que fornecem as diferenças de densidade de carga entre as células unitárias e

a superposição das cargas atômicas, no ZnO, o ı́on de Zn é fortemente positivo e o ı́on

O negativo, favorecendo a polarização eletrônica. Essa polarização diminui na sequência

ZnS, ZnSe e ZnTe, sendo nesse último praticamente inexistente.

Na análise da possibilidade de serem desenvolvidos novos materiais a partir de

cálculos ab initio, uma grandeza importante nesse processo é a energia de coesão. Para

as monocamadas de ZnX (X = O, S, Se, Te), energia de coesão é definida como a di-

ferença entre a energia total da monocamada e a energia dos seus átomos constituintes

isoladamente, representada, similarmente à equação (5.2), por

Ecoh = EZnX − EZn − EX , (6.1)

onde Ecoh é a energia de coesão, EZnX é a energia da monocamada por célula unitária,

EZn é a energia do átomo Zn isolado e EX é a energia do átomo X (O, S, Se, Te)

isolado, calculadas utilizando-se o mesmo pseudopotencial. Para o cálculo da energia do

átomo isolado, tomou-se uma célula unitária com dimensões grandes o suficientes para

não haver interações interatômicas. Na tabela 6.3 apresenta-se a energia de coesão das

monocamadas de ZnX (X = O, S, Se, Te) calculadas levando-se em conta a interação

de Hubbard. Comparando-se os resultados do presente trabalho com os existentes nas

referências [160–162], verifica-se, para todas as monocamadas, que a inclusão da interação

de Hubbard diminui a energia de coesão em termos absolutos, embora continue negativa,

o que é favorável à estabilidade dos sistemas.

Tabela 6.3 - Energia de coesão (em eV) das monocamadas de ZnX (X = O,
S, Se, Te).

ZnX ELDA
coh (eV) EGGA

coh (eV) EGGA
coh

* (eV) EGGA+U

coh
* (eV)

ZnO -8,381 -9,432 -8,052 -6,200
ZnS -6,681 -7,652 ; -6,123 -6,011 -4,718
ZnSe -5,951 -6,092 ; -5,043 -5,168 -4,013
ZnTe -5,171 -5,342 ; -4,423 -4,426 -4,401

* Este trabalho.
1 Ref. [160].
2 Ref. [161].
3 Ref. [162].
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6.2.4 Estabilidades elástica e dinâmica

Na aproximação harmônica para o cálculo da energia total de uma estrutura cris-

talina, com inexistência de tensões externas, o sistema é estável quando obedece simulta-

neamente aos seguintes critérios [165]:

1. Estabilidade elástica – A energia de deformação elástica U(ε) em função da defor-

mação ε é sempre positiva (U(ε) > 0 ∀ ε > 0).

2. Estabilidade dinâmica – Todos os modos dos fônons devem ter os quadrados das

frequências ω(q) positivos (ω(q)2 > 0) para quaisquer valores dos vetores de onda

q.

A estabilidade elástica é analisada a partir do cálculo das constantes elásticas, que

para a rede hexagonal bidimensional são representadas por C11, C22, C12, onde usa-se

a notação de Voigt, pela qual os ı́ndices tensoriais são dados na forma: 1 − xx, 2 − yy
e 6 − xy. Devido à simetria hexagonal, C11 = C22 [76]. Com essas considerações, das

equações (3.70–3.75), verifica-se que Y 2D
[10] = Y 2D

[01] e ν[10] = ν[01], de maneira que essas

grandezas serão representadas simplesmente por Y 2D e ν, respectivamente. Assim, pode-

se escrever

B2D =
1

2
(C11 + C12)× hvácuo (6.2)

G2D =
1

2
(C11 − C12)× hvácuo (6.3)

Y 2D =
C2

11 − C2
12

C11

× hvácuo (6.4)

ν =
C12

C11

, (6.5)

onde hvácuo é a dimensão da célula unitária, representativa da espessura da camada do

vácuo.

Na tabela 6.4 apresenta-se os resultados dos cálculos das propriedades elásticas

das monocamadas de ZnX (X = O, S, Se, Te). Os resultados para o ZnO e ZnS são

comparados com as referências [166] e [167], respectivamente. Observa-se um aumento

dos valores de B2D, G2D e Y 2D com a introdução da interação U de Hubbard.

O critério (1) de estabilidade de Born para a estabilidade elástica de uma rede hexa-

gonal bidimensional é equivalente às seguintes relações entre as constantes de estabilidade

C11 e C12 [77,168] :

C11 > 0 e C11 > |C12|. (6.6)
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Dos resultados apresentados na tabela 6.4 conclui-se que todas as monocamadas

de ZnX obedecem à relação dada pela equação 6.6. Portanto, todas são elasticamente

estáveis.

Tabela 6.4 - Constantes elásticas das monocamadas de ZnX (X = O, S, Se, Te).

ZnX C11 (N/m) C12 (N/m) C66 (N/m) B2D (N/m) Y 2D (N/m) ν G2D (N/m)

ZnO
92,31* 57,12* 17,60* 74,72* 56,97* 0,619* 17,60*

86,001 57,301 14,351 71,651 47,801 0,6671 14,351

ZnS
61,80* 31,82* 14,99* 46,81* 45,42* 0,515* 14,99*

58,802 29,902 14,452 44,352 43,602 0,5082 14,452

ZnSe 59,08* 26,77* 16,15* 42,92* 46,95* 0,453* 16,15*

ZnTe 39,39* 17,10* 11,14* 28,25* 31,96* 0,453* 11,14*

* Este trabalho.
1 Ref. [166].
2 Ref. [167].

Conforme o critério (2) de estabilidade de Born, a análise da estabilidade dinâmica

é realizada à luz do espectro de fônons da rede. Segundo Zheng et al. [160], das quatro

monocamadas de ZnX (X = O, S, Se, Te), apenas a monocamada de ZnO é dinamicamente

estável. Para chegarem a essa conclusão os autores calcularam o espectro de fônons usando

DFT na aproximação da densidade local (LDA), sem levarem em conta a interação U de

Hubbard. Dos seus resultados, verificaram que, com exceção da camada de ZnO, todas

as demais camadas de ZnX (X = S, Se, Te) possuem um ramo acústico do espectro

de fônons com frequência negativa em uma determinado intervalo do vetor de onda q.

Chaurasiya et al. [161] chegaram a mesma conclusão de Zheng et al. [160], entretanto,

usando aproximação do gradiente generalizado (GGA).

No presente trabalho calculou-se inicialmente o espectro de fônons das monocama-

das de ZnX (X = O, S, Se, Te) usando DFT na aproximação do gradiente generalizado

(GGA), também sem levar em consideração a interação U de Hubbard (U = 0). Os resul-

tados desse cálculo estão apresentados na figura 6.4. Verifica-se que, a exemplo do que foi

reportado por Zheng et al. [160] e Chaurasiya et al. [161], apenas o espectro de fônons da

camada de ZnO apresenta as frequências positivas para quaisquer valores dos vetores de

onda q. Observa-se que nas camadas de ZnS e ZnSe, um modo de fônon acústico em todo

o intervalo KM e parte dos intervalos ΓK e MΓ mostra frequência negativa, enquanto o

ZnTe apresenta frequência negativa para os vetores de onda muito próximos do ponto M .

Com isso, conclui-se que, na aproximação GGA com a interação U de Hubbard nula, as

monocamadas de ZnS, ZnSe e ZnTe são dinamicamente instáveis, conforme o critério (2)

de Born para estabilidade de redes cristalinas.

A introdução da interação U de Hubbard, na aproximação GGA, usando o método
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Figura 6.4 - Espectros dos fônons para as camadas de ZnX (X = O, S, Se, Te), com U = 0.

DFT+U, muda qualitativamente esse quadro. Os resultados dos cálculo nessa nova condi-

ção (U 6= 0) estão mostrados na figura 6.5. Observa-se que todos os ramos do espectro de

fônons para as monocamadas de ZnX (X = O, S, Se, Te) apresentam frequências positivas

para todos os valores dos vetores de onda q. Em conformidade com o critério (2) de Born,

usando-se DFT+U, na aproximação GGA, todas as monocamadas de ZnX (X = O, S, Se,

Te) são dinamicamente estáveis. Levando-se em conta o mesmo procedimento utilizado

por Zheng et al. [160] para classificar as monocamadas por eles estudadas, apresenta-se

na tabela 6.5 uma comparação dos resultados da análise de estabilidade dinâmica do pre-

sente trabalho com as referências [160,161]. Observa-se que com a metodologia utilizada

neste trabalho todas as camadas são classificadas como tendo estabilidade BOA, enquanto

segundo aquelas referências, apenas a camada de ZnO apresenta esta classificação, sendo

todas as demais classificada como FRACA.

Do que foi acima exposto, à luz dos critérios de Born para estabilidade de uma

rede cristalina, chega-se à conclusão que todas as monocamadas estudadas de ZnX (X =

O, S, Se, Te) são estáveis tanto do ponto de vista da elasticidade quanto do ponto de vista

dinâmico.

Tendo em vista a comprovação de que as monocamadas estudadas de ZnX (X
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Figura 6.5 - Espectros dos fônons para as monocamadas de ZnX (X = O, S, Se, Te), com U 6= 0.

Tabela 6.5 - Estabilidade dinâmica de acordo com a análise da relação de dispersão de fônons das camadas
de ZnX (X = O, S, Se, Te).

ZnX LDA1 GGA GGA+U*

ZnO Boa Boa2 ; Boa* Boa
ZnS Fraca Fraca2 ; Fraca* Boa
ZnSe Fraca Fraca2 ; Fraca* Boa
ZnTe Fraca Fraca2 ; Fraca* Boa

* Este trabalho.
1 Ref. [160].
2 Ref. [161].

= O, S, Se, Te) são elástica e dinamicamente estáveis, procedeu-se ao cálculo das suas

propriedades eletrônicas, termoelétricas e ópticas.

6.2.5 Propriedades eletrônicas

Na figura 6.6 apresenta-se os espectros da energia e as densidades de estados pro-

jetadas (PDOS) por átomo constituinte da monocamada ZnX (X = O, S, Se, Te) e por

orbital atômico (s, p, d, f). Os resultados para as camadas de ZnO, ZnS, ZnSe e ZnTe
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estão dispostos nas figuras a), b), c) e d), respectivamente. À esquerda de cada figura

apresenta-se a PDOS por átomo, ao centro as energias e à direita a PDOS por orbital

atômico. A numeração em vermelho das bandas 1, 2 e 3 foi introduzida par ser utilizada

na discussão das propriedades ópticas.

Figura 6.6 - Estrutura de bandas e densidade de estados projetadas (PDOS) para as monocamadas de
ZnX (X = O, S, Se, Te). A numeração em vermelho das bandas 1, 2 e 3 foi introduzida par ser utilizada
na discussão das propriedades ópticas.

Observa-se que todas as camadas de ZnX apresentam um gap na energia no ponto

de simetria Γ, como discriminado na tabela 6.6, onde se compara os valores obtidos neste

trabalho, com a introdução da interação U de Hubbard, na aproximação GGA, usando

o método DFT+U, com aqueles calculados com aproximações LDA e GGA, usando o

método DFT padrão, bem como com os resultados experimentais.

Destaque-se o grande aumento nos valores do gap de energia ao se usar GGA+U

em relação as duas outras aproximações mencionadas. Em média, esse aumento foi de

aproximadamente 100% para a monocamada de ZnO, 38% para a monocamada de ZnS,

39% para a monocamada de ZnSe e 52% para a monocamada de ZnTe.

É notória a boa aproximação dos resultados teóricos deste trabalho com alguns

resultados experimentais dispońıveis na literatura. Para o caso da monocamada de ZnO,

a diferença entre o resultado teórico de DFT+U e o de Hong et al. [173] é de 14%. Deve-se
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Tabela 6.6 - Gap de energia (em eV) das monocamadas de ZnX (X = O, S, Se, Te).

ZnX LDA (eV) GGA (eV) GGA+U* (eV) Exp. (eV)
ZnO 1,681 ; 1,862 1,833 ; 1,654 3,50 4,08

ZnS 2,661 2,803 ; 2,075 ; 2,477 3,45 -
ZnSe 1,921 1,843 ; 1,886 ; 1,577 2,51 2,589

ZnTe 1,731 1,373 ; 1,127 2,13 -
* Este trabalho.
1 Ref. [160].
2 Ref. [169].
3 Ref. [161].
4 Ref. [170].
5 Ref. [171].
6 Ref. [172].
7 Ref. [162].
8 Ref. [173].
9 Ref. [174].

observar que as medidas experimentais foram realizadas na monocamada de ZnO sobre o

substrato de grafeno, enquanto os resultados teóricos foram obtidos com a monocamada

de ZnO suspensa. Para a monocamada de ZnSe a diferença entre o resultado teórico de

DFT+U e o experimental é de apenas 2,8%.

Dos espectros da PDOS verifica-se que em todas as camadas de ZnX (X = O, S,

Se, Te) as bandas de valência são constitúıdas predominantemente pelos orbitais p dos

átomos de O, S, Se e Te. Por outro lado, para as bandas de condução contribuem de forma

igualitária os átomos Zn e X (X = O, S, Se, Te), dependendo do tipo de monocamada.

Além dos orbitais p e s, contribuem também os orbitais d dos átomos de Zn.

6.2.6 Propriedades termoelétricas

Com exceção da condutividade térmica da rede κL, todas as propriedades termoe-

létricas foram determinadas por meio de cálculos ab initio, usando DFT+U, como descrito

na seção 3.5. No caso da condutividade térmica da rede, foi utilizado um h́ıbrido da fun-

ção de Slack [79, 80], equação (3.85), com cálculo DFT+U. Originalmente proposta para

sistemas tridimensionais, a função de Slack foi modificada neste trabalho para ser utili-

zada em uma rede hexagonal bidimensional. Assim, obteve-se o parâmetro de Grüneisen

e a velocidade do som, utilizados na função de Slack modificada, a partir das constantes

elásticas da rede, obtidas pelo método DFT+U. A fim de verificar a precisão da função

de Slack modificada, apresenta-se na figura 6.7 (a) os resultados do cálculo de κL da mo-

nocamada de ZnO usando-se essa função (linha preta), e o cálculo obtido pela solução

das equações de transporte de Boltzmann (BTE) usando DFT [175] (ćırculos pretos),
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considerando apenas as contribuições dos módulos acústicos.

Observa-se dos resultados da figura 6.7 (a) que existe uma boa concordância entre

esses dois métodos. Salienta-se também o baixo valor da condutividade térmica da rede

da monocamada de ZnO em relação aos valores de outros materiais bidimensionais com

a mesma estrutura hexagonal. Por exemplo, de acordo com a figura 6.7 (a), à 300 K, a

condutividade térmica κL fica em torno de 1,5 Wm−1K−1. Por outro lado, para o grafeno

é 3000 Wm−1K−1 [176–178], para o AIN é 264,1 Wm−1K−1 [179] e para o BN é 600

Wm−1K−1 [180].

Considerando o cálculo bem sucedido da condutividade térmica da rede para o

ZnO, usando-se a função de Slack modificada, utilizou-se essa mesma metodologia para

calcular as condutividades κL das monocamadas de ZnS, ZnSe e ZnTe, apresentadas na

figura 6.7 (b). Observa-se que essas últimas monocamadas apresentam valores de κL muito

semelhantes e um pouco menores que os valores do ZnO.
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Figura 6.7 - (a) Condutividade térmica da rede κL para a monocamada de ZnO. A linha preta representa
o cálculo com a função de Slack, modificada neste trabalho para ser aplicada a redes hexagonais bidi-
mensionais. Os ćırculos pretos representam as contribuições dos ramos acústicos para κL, e calculadas
pela solução da equação de transporte de Boltzmann [175] (ćırculos pretos). (b) Condutividade térmica
da rede das monocamadas de ZnX (X = O, S, Se, Te), calculada com a função de Slack modificada.

A seguir, apresenta-se os resultados dos cálculos da condutividade elétrica (σ), da

condutividade térmica eletrônica (κe), do coeficiente Seebeck (S), do fator de potência

(PF = S2σ) e da figura de mérito (ZT ), usando-se o método ab initio DFT+U. Neste

cálculo, determinou-se a condutividade elétrica e a condutividade térmica eletrônica na

aproximação do tempo de relaxação (τ) constante, de maneira que essas propriedades

serão apresentadas divididas por τ . Nesta aproximação, a figura de mérito passa a ser

escrita como:

ZT =

(
S2 σ

τ
κe
τ

+ κL
τ

)
T. (6.7)
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O conhecimento do valor de τ é importante para se saber o quão a condutividade

térmica da rede κL contribui para a figura de mérito ZT . Ong et al. [181] propuseram a

seguinte expressão para o cálculo de τ para o ZnO:

τ =
2, 53× 10−5

Tn1/3
, (6.8)

onde T é a temperatura e n é a concentração eletrônica. Para uma concentração da

ordem de 1012cm−2, utilizada no presente cálculo, e temperatura ambiente de 300 K,

obtém-se τ ≈ 84 × 102 fs. Desse resultado observa-se que a contribuição de κL para a

condutividade térmica da rede é aproximadamente duas ordens de grandeza menor que

a contribuição da condutividade térmica eletrônica. Assim, o cálculo da figura de mérito

ZT será aproximado pelo valor máximo posśıvel dessa grandeza, que será designado de

ZTsup, que ocorre quando se despreza a contribuição de κL.

Na figura 6.8 apresentas-se, considerando a aproximação RBA, a condutividade

elétrica (σ), a condutividade térmica eletrônica (κ), o coeficiente Seebeck (S), o fator de

potência (PF ) e a figura de mérito (ZT ), em função da concentração de portadores de

carga negativa (n) (coluna à esquerda) à temperatura T = 300K, e da temperatura (T )

(coluna à direita), à concentração n = 1012cm−2. Os gráficos com as referidas propriedades

em função da temperatura e potencial qúımico são encontrados no apêndice I.

Nas figuras 6.8 (a-e) analisa-se as mencionadas propriedades em função da con-

centração de portadores de carga negativa, tomando-se a temperatura de 300 K. Entre

as camadas estudadas, a de ZnTe apresenta a maior condutividade elétrica em função do

número de portadores (a), enquanto a camada de ZnO apresenta o menor crescimento. A

mesma tendência observa-se para a condutividade térmica eletrônica e o coeficiente See-

beck (b-c). Com os resultados dessas três propriedades calcula-se ao fator de potência e

a figura de mérito, mostrados em (d) e (e), respectivamente. Para menores concentrações

de portadores de carga, a figura de mérito mantém-se praticamente constante, próximo da

unidade, e cai monotonicamente para zero com o aumento da concentração. Nesse caso,

as camadas de ZnO e de ZnTe comportam-se como os limites superior e inferior da figura

de mérito das monocamadas de ZnX (X = O, S, Se, Te), respectivamente.

Nas figuras 6.8 (f-j) apresenta-se as mesmas propriedades acima, em função da

temperatura, considerando-se uma concentração de portadores de 1012cm−2. Observa-se

que a monocamada de ZnTe apresenta a maior condutividade para quaisquer temperaturas

(f), seguida das camadas de ZnS, ZnSe e ZnO. A condutividade térmica eletrônica (g)

segue a mesma ordem. Para baixas temperaturas, o coeficiente Seebeck é maior para a

camada de ZnSe, seguida na ordem decrescente pelas camadas de ZnTe, ZnS e ZnO. Com

esses resultados, obtém-se o fator de potência (i) e a figura de mérito (j). Esta cresce

com o aumento da temperatura, para a dada concentração de portadores, com a camada
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de ZnO apresentado o limite superior para ZT , tendo como limite inferior a camada de

ZnTe.
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Figura 6.8 - Coluna da esquerda: Propriedades termoelétricas das monocamadas de ZnX (X = O, S,
Se, Te) em função da concentração e tipo de portadores de carga, a temperatura fixa de 300 K. Coluna
da direita: Propriedades termoelétricas das monocamadas de ZnX (X = O, S, Se, Te) em função da
temperatura, a uma concentração fixa de portadores de 1012cm−2.

6.2.7 Propriedades ópticas

Apresenta-se agora as propriedades ópticas das monocamadas de ZnX (X = O,

S, Se, Te) calculadas considerando-se a interação U de Hubbard, no contexto do mé-

todo DFT+U. Observou-se na análise das propriedades eletrônicas, que a introdução do
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parâmetro U aumenta os valores dos gaps, que são subestimados quando se usa apenas

as aproximações LDA ou GGA, e aproxima melhor o espectro de energia, com os seus

respectivos gaps, dos valores experimentais. Como as propriedades ópticas dependem di-

retamente do espectro de energia dos materiais, em particular dos valores dos seus gaps,

a consideração da interação U de Hubbard torna o seu cálculo mais confiável. Assim,

usando o método DFT+U, calculou-se as constantes dielétricas, a absorção óptica, o ı́n-

dice de refração e a refletividade das monocamadas aqui estudadas. Ressalte-se que em

todas as monocamadas estudadas, o gap é direto e ocorre no ponto Γ.

Inicia-se com a apresentação dos resultados do cálculo das constantes dielétricas

ε = ε1+iε2, em que ε1 = <(ε) e ε2 = =(ε), uma vez que delas dependem as demais citadas

propriedades. Na figura 6.9 mostra-se as componentes real e imaginária das constantes

dielétricas em função da energia para as monocamadas de ZnX (X = O, S, Se, Te), com

a polarização (direção do campo elétrico em uma onda eletromagnética) nas direções

paralelas aos eixos x e y (E ‖ x, y) e perpendicular ao plano da monocamada (E ⊥ x, y).

Observa-se que, em todas as monocamadas, a parte imaginária da constante die-

létrica (primeira coluna de imagens da figura 6.9), com a polarização paralela aos eixos x

e y, tem o seu limiar na energia correspondente ao respectivo gap de cada monocamada

ZnX. Ou seja, o gap óptico é igual ao gap existente no espectro de bandas de energia

do material. Os picos do espectro de ε1(ω) estão associados com as posśıveis transições

interbandas que podem ocorrer conforme os espectros energéticos mostrados na figura 6.6.

Na segunda coluna de imagens da figura 6.9 apresenta-se a parte real da constante

dielétrica, com a polarização paralela aos eixos x e y da monocamada. Verifica-se que no

limite de alta frequência <ε(ω) converge para o valor unitário em todas as monocamadas.

As partes imaginárias e reais das constantes dielétricas com a polarização perpen-

dicular ao plano das camadas (E ⊥ x, y) estão mostradas na terceira e na quarta colunas

da figura 6.9, respectivamente. É interessante ressaltar que o limiar da frequência de tran-

sição interbandas com a direção da polarização perpendicular ao plano da monocamada

é deslocada para alta frequência, comparada ao limiar quando a direção da polarização é

paralela a esse plano. Isso significa que o processo de transição nas duas direções ocorrem

com a participação de diferentes orbitais nos estados inicial e final da transição eletrônica.

A partir dos resultados representados pela figura 6.9 pode-se determinar a constante

dielétrica estática de cada monocamada, que é dada pelo limite de <ε(ω) quando ω →
0. Na tabela 6.7 apresenta-se esses resultados para cada monocamada em ambas as

direções de polarização, paralela aos eixos x e y e perpendicular ao plano da monocamada.

Comparando-se com os valores dos gaps dados na tabela 6.6, observa-se que a constante

dielétrica estática cresce com a diminuição do gap de energia das monocamadas de ZnX

(X = O, S, Se, Te).
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Tabela 6.7 - Constante dielétrica estática em ambas as direções da polarização (direção do campo elétrico
E) das monocamadas de ZnX (X = O, S, Se, Te).

Direção ZnO ZnS ZnSe ZnTe
E ‖ x,y 1,29 1,41 1,55 2,50
E ⊥ xy 1,14 1,12 1,14 1,39

Figura 6.9 - Primeira[segunda] coluna: Parte imaginária[real] da constante dielétrica das monocamadas
de ZnX (X = O, S, Se, Te) em função da energia com o campo elétrico E paralelo aos eixos x, y.
Terceira[quarta] coluna: Parte imaginária[real] da constante dielétrica das monocamadas de ZnX (X =
O, S, Se, Te) em função da energia com o campo elétrico E paralelo ao eixo z.

A absorção óptica αjj (coeficiente de absorção) e o ı́ndice de refração (n) estão

diretamente associados à constante dielétrica do material. O ı́ndice de refração é escrito

como

n(ω) =
1√
2

((
ε1(ω)2 + ε2(ω)2

)1/2
+ ε1(ω)

)1/2

(6.9)
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e a absorção óptica é escrita na forma

αjj(ω) =
2κjj(ω)ω

c
, (6.10)

onde ω é a frequência angular, c é a velocidade da luz no vácuo e κ é o coeficiente de

extinção, que é escrito em termos da parte real (ε1) e da parte imaginária (ε2) da constante

dielétrica como

κ(ω) =
1√
2

((
ε1(ω)2 + ε2(ω)2

)1/2 − ε1(ω)
)1/2

(6.11)

Apresenta-se na figura 6.10 a absorção óptica e o ı́ndice de refração das monoca-

madas de ZnX (X = O, S, Se, Te) em função da energia, para as polarizações na direção

dos eixos x e y e na direção perpendicular aos planos da monocamadas (direção z).

Para haver absorção óptica é necessário que exista um estado inicial ocupado com

um elétron e um estado final desocupado, cuja energia seja igual à soma da energia do

estado inicial e a energia do fóton da radiação eletromagnética. Entretanto, essa condição

é necessária, mas não é suficiente. É necessário também que a transição eletrônica entre

os estados inicial e final seja permitida pelas regras de seleção dos dipolos elétricos. Por

essa razão, ver-se-á a seguir que os espectros de absorção das monocamadas de ZnX (X

= O, S, Se, Te) calculados com a polarização na direção perpendicular às monocamadas

(paralela ao eixo z) são diferentes dos espectros calculados com a polarização paralela aos

eixos x e y, além de serem energeticamente deslocados na direção do ultravioleta.

Dos resultados da projeção das funções de onda de muitos corpos sobre as funções de

ondas atômicas, obtidos com a execução do software ”projwfc.x”, incorporado ao software

“Quantum Espresso”, verifica-se que em todas as monocamadas a banda de valência (1)

é constitúıda preponderantemente pelos orbitais p do átomo X (X = O, S, Se, Te), com

uma participação de 89% no ZnO, 90% no ZnS, 89% no ZnSe e 87% no ZnTe. A banda

de valência (3) também é formada majoritariamente por orbitais p, com uma contribuição

de 81% no ZnO, 77% no ZnS, 72% no ZnSe e 65% no ZnTe. Por sua vez, a banda de

condução (2) é formada dominantemente pelos orbitais s do Zn e do átomo X, com a

seguinte proporção: ZnO (74% de Zn e 22% de O), ZnS( 66% de Zn e 28% de S), ZnSe

(65% de Zn e 23% de Se) e ZnTe(62% de Zn e 23% de Te). Essa composição dos estados

iniciais e finais faz com que uma grande parte dos fotoelétrons seja transferida dos orbitais

p do átomo X (X = O, S, Se, Te) para os orbitais s dos átomos Zn e X.

Analisa-se inicialmente a absorção óptica considerando-se a polarização na direção

paralela aos eixos x e y, representada pela primeira coluna de imagens da figura 6.10.

Observa-se que os limiares de energia de absorção das monocamadas de ZnO e ZnS,
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Figura 6.10 - Coluna da esquerda: Absorção óptica das monocamadas de ZnX (X = O, S, Se, Te) em
função da energia, com a polarização (direção do campo elétrico E) paralela aos eixos x e y. Coluna
da direita: Absorção óptica das monocamadas de ZnX (X = O, S, Se, Te) em função da energia, com a
perpendicular ao plano xy .

quando a polarização é paralela aos eixos x e y, ficam acima de 3,4 eV. Portanto, esses

materiais não absorvem luz viśıvel, cuja energia ~ω fica dentro da faixa de 1,72 eV <

~ω < 3,1 eV. Por outro lado, os limiares de energia de absorção do ZnSe e ZnTe, com a

polarização paralela aos eixos x e y , ficam dento do intervalo de energia entre 2 e 2,6 eV,

em conformidade com os gaps de energia apresentados na tabela 6.6, de onde se conclui

que esses materiais absorvem luz viśıvel.

Com os resultados da refletividade apresentados na figura 6.11 pode-se inferir sobre

a opacidade e a cor desses materiais. Observou-se, dos resultados da absorção óptica, que

o ZnO e o ZnS são transparentes à luz viśıvel, uma vez que os gaps ópticos são 3,5 eV e

3,45 eV, respectivamente (tabela 6.6). Nessa faixa do espectro luminoso, verifica-se das

figuras 6.11 (a) e (b) que a refletividade desses materiais é menor que 0,7%. Portanto,

pode-se concluir que ambos os materiais são transparentes à luz viśıvel.
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O ZnSe possui gap de energia de 2,51 eV, com o limiar de energia da absorção na

faixa da cor azul. Nessa faixa de energia, segundo a figura 6.11 (c), sua refletividade é de

3%. Considerado-se a cor complementar do azul no espectro luminoso, conclui-se que o

ZnSe tem a cor laranja. O ZnTe possui o menor gap de energia entre os ZnX (X = O,

S, Se, Te) estudados, de 2,13 eV, que corresponde ao limiar de absorção na faixa da cor

laranja. Como ele apresenta uma refletividade de 2,5% nessa faixa de energia (figura 6.11

(d)), da complementação das cores do espectro luminoso obtém-se que o ZnTe possui a

cor azul.

Figura 6.11 - Refletividade das monocamadas de ZnX (X = O, S, Se, Te) em função da energia, com
incidência da luz normal ao plano da monocamada.

Os espectros de absorção óptica com a polarização na direção perpendicular às

monocamadas (paralela ao eixo z), estão mostrados na segunda coluna de imagens da

figura 6.10. Ressalte-se que nesse caso os espectros apresentam o limiar de energia de

absorção óptica deslocado para o ultravioleta. Esse deslocamento para maior energia está

associado à regra de seleção dos dipolos elétricos, descrita na tabela 6.8 [182].

Quando a direção da polarização é paralela aos eixos x ou y, só existe transição

eletrônica entre estados em que os seus números quânticos magnéticos variem de ∆m =

±1. No ponto Γ a banda de condução (2) em todas as monocamadas de ZnX (X = O, S,



6.2 Monocamadas de ZnX(X=O, S, Se, Te) 147

Tabela 6.8 - Regra de seleção do dipolo elétrico para absorção de radiação por um elétron.

Número quântico Regra de seleção Direção da polarização
Paridade Mudanças
` ∆` = ±1
m ∆m = +1 circular σ+

∆m = −1 circular σ−

∆m = 0 linear ‖ z
∆m = ±1 linear ‖ (x, y)

s ∆s = 0
ms ∆ms = 0

Se, Te) é constitúıda preponderantemente por orbitais do tipo s, para os quais o número

quântico magnético é nulo, m = 0. Portanto, segundo a regra de seleção da tabela 6.8,

para haver transição para esse estado, com a polarização paralela aos eixos x ou y, é

necessário que os orbitais da banda de valência sejam do tipo p com o numero quântico

magnético m = 1 ou m = −1. Observando-se os resultados das projeções das funções de

ondas sobre os orbitais atômicos, obtidos executando-se o software ”projcwfc.x”, encontra-

se que a banda de valência (1) é formada preponderantemente por orbitais tipo p com

número quântico magnético m = +1. Portanto, as regras de seleção do dipolo elétrico

permite a transição de elétrons da banda de valência (1) para a banda de condução (2),

o que resulta nos gaps ópticos iguais aos gaps das estruturas de bandas de energia das

monocamadas de ZnX (X = O, S, Se, Te).

Para a direção de polarização perpendicular ao plano das monocamadas (paralela à

direção z), segundo a tabela 6.8, a transição eletrônica entre a banda de valência e a banda

de condução só existe quando os estados inicial e final possuam o mesmo número quântico

magnético m (∆m = 0). Nesse caso, a transição eletrônica entre a banda de valência (1)

e a banda de condução (2) é proibida. Entretanto, é posśıvel que a radiação promova um

elétron mais profundo, da banda de valência (3) para a banda de condução (2), desde

que essa transição obedeça à regra de seleção do dipolo elétrico. De fato, da observação

dos resultados das projeções das funções de onda sobre os orbitais atômicos, obtém-se

que a banda de valência (3) no ponto Γ é constitúıda majoritariamente por orbitais do

tipo p do átomo X (X = O, S, Se, Te), com o número quântico magnético m = 0.

Assim, conforme as regras de seleção do dipolo elétrico, é posśıvel a transição eletrônica

da banda de valência (3) para a banda de condução (2), uma vez que ambas as bandas

possuem o mesmo momento magnético m = 0, atendendo à condição ∆m = 0. Portanto,

a radiação com polarização perpendicular ao plano das camadas produz absorção óptica

pelas monocamadas de ZnX (X = O, S, Se ,Te), promovendo elétrons da banda de valência

(3) para a banda de condução (2), com o limiar de absorção de energia dado pela diferença
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entre a energia da banda de condução (2) e a energia da banda de valência (3) no ponto

Γ. O deslocamento da energia do limiar de absorção para o ultravioleta, que aparece

nos espectros de absorção da figura 6.10 com a polarização perpendicular ao plano das

monocamadas, é dado pela diferença de energia entre a banda de valência (1) e a banda de

valência (3) no ponto (Γ). Dessas considerações obtém-se que os espectros de absorção,

com a polarização perpendicular ao plano das monocamadas, estão deslocado para o

ultravioleta de: 1,96 eV (ZnO), 1,46 eV (ZnS), 1,51 eV (ZnSe) e 1,88 eV (ZnTe).



Caṕıtulo 7

Conclusão

A presente tese foi composta por três projetos. No primeiro, investigou-se através

de um Hamiltoniano modelo, as propriedades eletrônicas de uma bicamada composta

por grafeno depositado sobre um substrato de estrutura hexagonal, levando em conta a

interação de Hubbard nas suas sub-redes. Inicialmente, estudou-se o substrato isolado de

onde verificou-se que a não homogeneidade da interação de Hubbard em suas sub-redes

provoca uma quebra de simetria elétron-buraco em sua relação de dispersão, mas não é

capaz de induzir uma abertura de gap. Posteriormente, acoplou-se o grafeno ao substrato,

formando a estrutura de bicamada, de onde observou-se que a quebra de simetria elétron-

buraco na relação de dispersão do substrato, provocada pelas diferentes interações de

Hubbard em suas sub-redes, abre dois gaps na relação de dispersão do grafeno. O tamanho

do gap depende da intensidade da interação de Hubbard, enquanto que a posição depende

da relação entre o hopping eletrônico intracamada e intercamada. Os resultados também

mostraram que existe um valor cŕıtico para o hopping eletrônico intercamada a partir do

qual uma abertura de gap é induzida mesmo se a interação de Hubbard for homogênea

nas sub-redes do substrato. Também foi observado que se um dos hoppings eletrônicos

intercamada for nulo, a quebra de simetria não é suficiente para induzir uma abertura

de gap. Foi verificado que os resultados do Hamiltoniano modelo estão qualitativamente

em bom acordo com os resultados da DFT, apesar de as duas abordagens possúırem

filosofias diferentes. Durante este estudo, também foi provado um teorema relacionado

às funções retardadas de Green no domı́nio da frequência, o qual simplifica o processo

de determinação da função espectral e números de ocupação, quantidades necessárias

para a obtenção da relação de dispersão. As funções retardadas de Green no domı́nio da

frequência, que satisfazem a este teorema, conduzem a uma função espectral do tipo delta

de Dirac.

No segundo, foi utilizada a abordagem ab initio, via Teoria do Funcional de

Densidade - DFT, levando em conta a interação de Hubbard, método conhecido como

DFT+U. Foram estudadas as propriedades eletrônicas e termoelétricas das monocamadas

de SnSe com estrutura pura, modificada por vacância e dopada substitucionalmente por

átomos de Ag, nas proporções de 25% e 12,5%. Os resultados mostraram que todas as

estruturas dopadas com Ag possuem caracteŕısticas de material metálico, enquanto que

as estruturas com vacâncias de Sn[Se] na proporção de 25% têm comportamento metálico
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e as com proporção de 12,5% apresentaram caracteŕıstica de material semicondutor, com

gaps 63,6%[45,5%] menores do que para monocamada de SnSe pura. Observou-se que as

vacâncias e a dopagem substitucional por Ag, nas proporções estudadas, reduzem o má-

ximo desempenho termoelétrico quando comparado a estrutura pura. Para as estruturas

semicondutoras, as vacâncias de Sn demonstraram ser mais prejudiciais ao desempenho

termoelétrico do que as vacâncias de Se.

No terceiro, utilizando DFT+U, estudou-se a estabilidade elástica e dinâmica, as-

sim como as propriedades eletrônicas, termoelétricas e óticas das monocamadas ZnX(X=O,

S, Se, Te). Os resultados mostraram que todas as estruturas são dinamicamente estáveis

apenas quando considera-se a interação de Hubbard através do método DFT+U, dife-

rente do que ocorre no método DFT padrão tanto com aproximação LDA ou GGA, em

que apenas a monocamada de ZnO é estável. Isso mostra que a correção na energia

total do sistema devido a inclusão repulsão coulombiana local nos orbitais é relevante,

principalmente para o Zn, que possui orbitais d fortemente correlacionados. Todas as

monocamadas de ZnX(X=O, S, Se, Te) possuem gap direto no ponto de simetria Γ, tem

baixa condutividade térmica da rede, seu desempenho termoelétrico é de aproximada-

mente 1, semelhante ao da M-SnSe. As monocamadas de ZnO e ZnS são transparentes à

luz viśıvel, enquanto que a monocamada de ZnSe tem cor laranja e a de ZnTe cor azul.

Existe um deslocamento, regido por regras de seleção, da energia do limiar de absorção

para o ultravioleta, que aparece quando a polarização é perpendicular ao plano das mo-

nocamadas, onde os espectros de absorção estão deslocado para o ultravioleta de: 1,96 eV

(ZnO), 1,46 eV (ZnS), 1,51 eV (ZnSe) e 1,88 eV (ZnTe).
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Apêndice A

Interpretação dos teoremas HK

A.1 Caso não degenerado

Para interpretar os teorema HK para o caso não degenerado será utilizada a

abordagem desenvolvida em [48], que de forma resumida será apresentada a seguir. Con-

sideremos o conjunto formado por todos os Hamiltonianos da forma (3.2) com estados

fundamentais não degenerados |Ψ0〉, obtidos via equação (3.3). Tal conjunto pode ser

representado pelo conjunto de todos os potenciais locais v(r), uma vez que (3.4) e (3.8)

são operadores universais e independem do sistema quântico sob análise. Deste modo,

pode-se interpretar a solução de (3.3) como um mapa entre o conjunto V de potenciais

externos que diferem por mais de uma constante ‡ e um conjunto G de estados funda-

mentais resultantes. Se denotarmos o mapa de V para G por A, escrevemos A : V → G.

Por outro lado, uma vez dispońıvel |Ψ0〉, podemos introduzir a densidade eletrônica do

estado fundamental, n0(r) = 〈Ψ0| n̂(r) |Ψ0〉, o que nos permite definir um segundo mapa,

denotado por B, entre G e o conjunto N de todas as densidades eletrônicas de estado

fundamental obtidas através de algum elemento de G, isto é B : G → N . Os conjuntos

V , G e N são representados esquematicamente pela figura A.1, onde,

V = {vi(r) | com vi(r) multiplicativo, existindo correspondente |Ψ0,vi〉 não

degenerado, devendo vi(r) 6= v′i(r) + const},
(A.1)

G = {|Ψ0,vi〉 | com estado fundamental |Ψ0,vi〉 correspondente a um elemento

de V, devendo |Ψ′0,vi〉 6= eiφ |Ψ0,vi〉 , sendo φ alguma fase global},
(A.2)

N = {n0,vi(r) | n0,vi(r) = 〈Ψ0,vi | n̂(r) |Ψ0,vi〉 , |Ψ0,vi〉 ∈ G}. (A.3)

‡Potenciais que são obtidos ao adicionarmos uma constante qualquer a v(r) são considerados cópias
triviais que conduzem de forma natural ao mesmo estado fundamental, isto é v(r) e v(r) + constante são
considerados ser fisicamente equivalentes.
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Figura A.1 - Conjuntos V , G e N de potenciais externos vi(r), estados fundamentais associados |Ψ0,vi〉
e densidades eletrônicas de estado fundamental n0,vi(r), respectivamente. Adaptado de [48]

Para cada potencial externo vi(r) ∈ V existe apenas um correspondente estado funda-

mental |Ψ0,vi〉 ∈ G (consequência direta de estarmos tratando estados fundamentais não

degenerados), isto é, não existe vi(r) que é mapeado em dois ou mais elementos de G.

Por outro lado, não existe |Ψ0,vi〉 que é simultaneamente estado fundamental de dois po-

tenciais diferentes vi(r) e v′i(r) que diferem por mais de uma constante (o que pode ser

provado por absurdo). Existe uma correspondência biuńıvoca entre vi(r) e |Ψ0,vi〉. Esses

resultados demonstram a injetividade do mapa A : V → G, fato que foi observado por

HK. Do mesmo modo, o mapa B : G → N também é injetivo, ou seja, não existe |Ψ0,vi〉
que seja mapeado em dois ou mais elementos de N , ao passo que não existe dois diferentes

estados fundamentais |Ψ0,vi〉 e |Ψ′0,vi〉 ∈ G que conduzem a mesma densidade eletrônica do

estado fundamental n0,vi(r) (o que também pode ser provado por absurdo). Existe uma

correspondência biuńıvoca entre |Ψ0,vi〉 e n0,vi(r). Assim, considerando os mapas A e B,

vi(r), os elementos |Ψ0,vi〉 e n0,vi(r) se determinam de modo único, conforme representado

na figura A.2, onde,

vi(r)⇐⇒ |Ψ0,vi〉 ⇐⇒ n0(r) = 〈Ψ0| n̂(r) |Ψ0〉 . (A.4)

Para o presente caso, o estado fundamental |Ψ[n]〉 é um funcional único da den-

sidade eletrônica do estado fundamental. Ao inserirmos um elemento n0 ∈ N neste

funcional, é reproduzido o estado fundamental |Ψ0〉 = |Ψ[n0]〉 associado a este particu-

lar n0. Este mesmo funcional se aplica a átomos, moléculas e sólidos, sendo, portanto,

universal [48].

A existência do funcional |Ψ[n]〉 conduz a afirmação de que qualquer observável

do estado fundamental é, por consequência, um funcional da densidade eletrônica, ou seja,

O[n] = 〈Ψ[n]| Ô |Ψ[n]〉 . (A.5)
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Figura A.2 - Correspondência entre potenciais externos vi(r), estados fundamentais associados |Ψ0,vi〉 e
densidades eletrônicas de estado fundamental n0,vi(r). Adaptado de [48]

O Teorema variacional HK afirma que existe um prinćıpio mı́nimo paraEv(r)[n(r)],

isto é, se n0(r) é a densidade eletrônica de estado fundamental correspondente a v(r),

tem-se que para todas as densidades n′0(r) 6= n0(r),

Ev(r)[n0(r)] < Ev(r)[n
′
0(r)]⇐⇒ E0 = min

n∈N
E[n], (A.6)

onde apenas densidades eletrônicas do estado fundamental n ∈ N , ou seja, obtidas pela

solução da equação de Schrödinger (3.3), são leǵıtimas [48].

A.2 Caso degenerado

O caso degenerado não está inclúıdo no trabalho original de HK [3], tendo sido

elaborado posteriormente. A extensão destes teoremas para o caso de sistemas com estado

fundamental degenerado será discutida, novamente, através da abordagem de [48]. Agora,

é admitido que dois ou mais estados fundamentais podem se originar do mesmo potencial

externo vi(r). Esta caracteŕıstica torna necessária a redefinição dos conjuntos (A.1), (A.2)

e (A.3). O conjunto de potenciais externos V passa a ser definido como,

V = {vi(r) | com vi(r) multiplicativo, devendo vi(r) 6= v′i(r) + const}, (A.7)

ao passo que o conjunto G de estados fundamentais resultantes assume a forma,

G =
⋃

vi

Gvi , onde Gvi = {|Ψ0,vi〉 | |Ψ0,vi〉 =

q∑

j=1

cj |Ψ0,vij〉 , |Ψ0,vij〉 = estados

fundamentais degenerados para vi(r)},
(A.8)
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enquanto que o conjunto N de densidades eletrônicas de estados fundamentais fica deter-

minado por,

N =
⋃

vi

Nvi , onde Nvi = {n0,vi(r) | n0,vi(r) = 〈Ψ0,vi | n̂(r) |Ψ0,vi〉 , |Ψ0,vi〉 ∈ Gvi}. (A.9)

Para o caso degenerado, pode-se provar (por absurdo) que existe uma correspondência

biuńıvoca entre o potencial vi(r), a classe Gvi de todos os posśıveis estados fundamen-

tais resultantes de vi(r) e a classe Nvi de densidades eletrônicas obtidas destes estados

fundamentais, conforme apresentado na figura A.3, isto é,

vi(r)⇐⇒ Gvi ⇐⇒ Nvi . (A.10)

Os subconjuntos Gvi e Nvi associados a diferentes vi(r) são disjuntos, com |Ψ0,vi〉 6= |Ψ′0,vi〉
e n0,vi(r) = 〈Ψ0,vi | n̂(r) |Ψ0,vi〉 6= n′0,vi(r) = 〈Ψ′0,vi | n̂(r) |Ψ′0,vi〉 para todos os pares |Ψ0,vi〉 ∈
Gvi e |Ψ′0,vi〉 ∈ Gv′i com vi(r) 6= v′i(r) + const [48].

Figura A.3 - Correspondência entre os potenciais vi(r), subconjuntos de estados fundamentais Gvi as-
sociados e subconjuntos de densidades eletrônicas de estados fundamentais Nvi no caso degenerado.
Fonte [48]

Como pode ser visto, é necessário apenas um elemento de Nvi para identificar os

correspondentes Gvi e vi(r), entretanto dois elementos diferentes de Gvi podem conduzir

à mesma densidade eletrônica. Para estados fundamentais degenerados não ocorre a

existência de um funcional |Ψ[n]〉 único. Entretanto, a não existência de tal funcional

único não caracteriza de certa maneira um problema, pois apenas a existência de E[n] é

de interesse. Por definição, todos os estados fundamentais degenerados |Ψ0,vij〉 conduzem

a mesma energia de estado fundamental e mesmo que dois estados degenerados |Ψ′0,vi〉 =∑q
j=1 c

′
j |Ψ0,vij〉 e |Ψ′′0,vi〉 =

∑q
j=1 c

′′
j |Ψ0,vij〉, sendo |Ψ′0,vi〉 6= |Ψ′′0,vi〉 conduzam ao mesmo n.
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Essa densidade, no entanto, determina a energia do estado fundamental de modo único,

E0 = 〈Ψ′0,vi | Ĥ |Ψ′0,vi〉 = 〈Ψ′′0,vi | Ĥ |Ψ′′0,vi〉 . (A.11)

Similarmente, duas diferentes densidades n1 e n2 do mesmo subconjunto Nvi reproduzem

a mesma energia do estado fundamental. Como conclusão, E0 é um funcional único de

n. Escolhendo-se um representante arbitrário |Ψ[n]〉 dentre todos os estados que levam à

mesma densidade n, pode-se definir um funcional energia E[n] para estados degenerados,

E[n] = 〈Ψ[n]| Ĥ |Ψ[n]〉 , (A.12)

e assim como no no caso não degenerado, pode-se verificar a existência de um prinćıpio

mı́nimo,

E0 = E[ni] ∀ ni ∈ Nvi ; E0 < E[n] ∀ n /∈ Nvi . (A.13)



Apêndice B

Passos intermediários na dedução das

equações de KS

B.1 Determinação da equação (3.44) para a variação do fun-

cional Ts[n]

O funcional energia cinética expresso em termos dos orbitais de part́ıcula única

φi é definido de acordo com (3.30) como,

Ts[n] = 〈Φ[n]|T̂ |Φ[n]〉 =
N∑

i=1

Θi

∑

σ=↑,↓

∫
d3rφ∗i (rσ)

[
(−i~∇)2

2me

]
φi(rσ). (B.1)

Considerando a correspondência,

n0(r) + δn(r)→ φi(rσ) + δφi(rσ), (B.2)

e que temos uma densidade muito próxima a densidade eletrônica do estado fundamental,

n(r) = n0(r) + δn(r) (B.3)

escrevemos para (B.1),

Ts[n0(r) + δn(r)] =
∑

i,σ

Θi

∫
d3r{φ∗i (rσ) + δφ∗i (rσ)}

[
(−i~∇)2

2me

]
{φi(rσ) + δφi(rσ)}

=
∑

i,σ

Θi

∫
d3rφ∗i (rσ)

[
(−i~∇)2

2me

]
φi(rσ)

+
∑

i,σ

Θi

∫
d3rφ∗i (rσ)

[
(−i~∇)2

2me

]
δφi(rσ)

+
∑

i,σ

Θi

∫
d3rδφ∗i (rσ)

[
(−i~∇)2

2me

]
φi(rσ)

+
∑

i,σ

Θi

∫
d3rδφ∗i (rσ)

[
(−i~∇)2

2me

]
δφi(rσ). (B.4)
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Observando que o primeiro termo do lado direito da equação (B.4) é o funcional energia

cinética para a densidade eletrônica do estado fundamental, isto é, Ts[n0], temos,

Ts[n0(r) + δn(r)]− Ts[n0] =
(−i~)2

2me

∑

i,σ

Θi

∫
d3r{δφ∗i (rσ)∇2φi(rσ) + φ∗i (rσ)∇2δφi(rσ)}

+
(−i~)2

2me

N∑

i=1

Θi

∑

σ=↑,↓

∫
d3rδφ∗i (rσ)∇2δφi(rσ).

(B.5)

Denotando genericamente o último termo de (B.5) como um termo de ordem superior

O(δφ2) e na observância de que δTs[n] = Ts[n0(r) + δn(r)] − Ts[n0], chega-se por fim a

equação (3.44),

δTs[n] =
(−i~)2

2me

∑

i,σ

Θi

∫
d3r{δφ∗i (rσ)∇2φi(rσ) +φ∗i (rσ)∇2δφi(rσ)}+O(δφ2). (B.6)

B.2 Determinação da equação (3.45) para a variação do fun-

cional Ts[n]

Afim de determinar a equação (3.45), é necessário desenvolver o termo,

∫
d3rφ∗i (rσ)∇2δφi(rσ), (B.7)

e para isso, devemos considerar o teorema de Green para o caso tridimensional. Para

isso, consideremos uma região R delimitada por uma superf́ıcie B que consiste de um

número finito de seções suaves (Pode acontecer que B consista de duas ou mais porções

não conectadas, como no caso de uma “região oca”). Deixemos U(x, y, z), V (x, y, z) e

W (x, y, z) serem funções cont́ınuas em R e suponhamos que B pode ser subdividido em

um número finito de porções, em cada uma das quais as primeiras derivadas de U(x, y, z),

V (x, y, z) e W (x, y, z) são cont́ınuas, então [183],

∫∫∫

R

[
∂U

∂x
+
∂V

∂y
+
∂W

∂z

]
dxdydz =

∫∫

B

[U cos(η, x)+V cos(η, y)+W cos(η, z)]dS, (B.8)

onde cos(η, x), cos(η, y) e cos(η, z) são os cossenos dos ângulos entre as direções positivas

x, y e z e a reta normal saindo de B até o ponto em que as derivadas normais ∂U/∂η,

∂V/∂η e ∂W/∂η são calculadas. Escrevendo U = εF , V = εG e W = εH, obtém-se o
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análogo tridimensional da integração por partes,

∫∫∫

R

(
F
∂ε

∂x
+G

∂ε

∂y
+H

∂ε

∂z

)
dxdydz = −

∫∫∫

R

ε

(
∂F

∂x
+
∂G

∂y
+
∂H

∂z

)
dxdydz

+

∫∫

B

ε[F cos(η, x) +G cos(η, y) +H cos(η, z)]dS.

(B.9)

Fazendo,

ε = φ∗, F =
∂(δφ)

∂x
, G =

∂(δφ)

∂y
, H =

∂(δφ)

∂z
, (B.10)

tendo em mente que φ = φ(r), onde r = r(x, y, z), reescrevemos (B.9) na forma,

∫∫∫

R

[
∂(δφ)

∂x

∂φ∗

∂x
+
∂(δφ)

∂y

∂φ∗

∂y
+
∂(δφ)

∂z

∂φ∗

∂z

]
dxdydz = −

∫∫∫

R

φ∗∇2(δφ)dxdydz

+

∫∫

B

φ∗
[
cos(η, x)

∂(δφ)

∂x
+ cos(η, y)

∂(δφ)

∂y
+ cos(η, z)

∂(δφ)

∂z

]
dS.

(B.11)

Considerando que,

∂

∂η
= cos(η, x)

∂

∂x
+ cos(η, y)

∂

∂y
+ cos(η, z)

∂

∂z
, (B.12)

escremos (B.11) como,

∫∫∫

R

[
∂(δφ)

∂x

∂φ∗

∂x
+
∂(δφ)

∂y

∂φ∗

∂y
+
∂(δφ)

∂z

∂φ∗

∂z

]
dxdydz = −

∫∫∫

R

φ∗∇2(δφ)dxdydz

+

∫∫

B

φ∗
∂(δφ)

∂η
dS.

(B.13)

Um procedimento análogo para,

ε = δφ, F =
∂φ∗

∂x
, G =

∂φ∗

∂y
, H =

∂φ∗

∂z
, (B.14)

nos retorna como resultado,

∫∫∫

R

[
∂(δφ)

∂x

∂φ∗

∂x
+
∂(δφ)

∂y

∂φ∗

∂y
+
∂(δφ)

∂z

∂φ∗

∂z

]
dxdydz = −

∫∫∫

R

δφ∇2φ∗dxdydz

+

∫∫

B

δφ
∂φ∗

∂η
dS.

(B.15)

A combinação entre (B.13) e (B.15) nos fornece,

∫∫∫

R

[φ∗∇2(δφ)− δφ∇2φ∗]dxdydz =

∫∫

B

[
φ∗
∂(δφ)

∂η
− δφ∂φ

∗

∂η

]
dS. (B.16)
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Assumindo que todas as contribuições de superf́ıcie desaparecem ou cancelam-se, isto é,

que,

∫∫

B

[
φ∗
∂(δφ)

∂η
− δφ∂φ

∗

∂η

]
dS = 0, (B.17)

escrevemos,

∫∫∫

R

[
φ∗∇2(δφ)− δφ∇2φ∗

]
dxdydz = 0 (B.18)

de onde conclúımos que,

φ∗∇2(δφ) = δφ∇2φ∗. (B.19)

Portanto, considerando que todas as contribuições de superf́ıcie desaparecem ou anulam-

se, podemos escrever,

∫

V

d3rφ∗∇2(δφ) =

∫

V

d3rδφ∇2φ∗, (B.20)

o que permite escrever a variação do funcional Ts[n] expressa por (B.6) como,

δTs[n] =
(−i~)2

2me

∑

i,σ

Θi

∫
d3r{δφ∗i (rσ)∇2φi(rσ)+δφi(rσ)∇2φ∗i (rσ)}+O(δφ2), (B.21)

B.3 Determinação das equações (3.47) e (3.49) para δn(r)

e δTs[n] respectivamente

Considerando a correspondência (B.2), expressamos a densidade eletrônica n(r)

como,

n(r) =
∑

i,σ

Θi|φi(rσ) + δφi(rσ)|2 =
∑

i,σ

Θi{φ∗i (rσ) + δφ∗i (rσ)}{φi(rσ) + δφi(rσ)}

n(r) =
∑

i,σ

Θiφ
∗
i (rσ)φi(rσ) +

∑

i,σ

Θiφ
∗
i (rσ)δφi(rσ) +

∑

i,σ

Θiδφ
∗
i (rσ)φi(rσ)

+
∑

i,σ

Θiδφ
∗
i (rσ)δφi(rσ) (B.22)

Observando que o primeiro termo do lado direito da equação (B.22) é a densidade eletrô-

nica do estado fundamental n0(r) e considerando (B.3), sendo o último termo de (B.22)
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denotado genericamente por O(δφ2), encontramos,

δn(r) =
∑

i,σ

Θi{δφ∗i (rσ)φi(rσ) + φ∗i (rσ)δφi(rσ)}+O(δφ2). (B.23)

Desde que φi(rσ) + δφi(rσ) e φi(rσ) estejam normalizados, temos,

0 =

∫
d3r|φi(rσ) + δφi(rσ)|2 −

∫
d3r|φi(rσ)|2

0 =

∫
d3r{δφ∗i (rσ)φi(rσ) + φ∗i (rσ)δφi(rσ)}+

∫
d3rδφ∗i (rσ)δφi(rσ). (B.24)

Podemos escrever a equação (3.46) como,

δTs[n] =
∑

i,σ

Θiεi

∫
d3r{δφ∗i (rσ)φi(rσ) + φ∗i (rσ)δφi(rσ)}

−
∑

i,σ

Θi

∫
d3rvs(r){δφ∗i (rσ)φi(rσ) + φ∗i (rσ)δφi(rσ)}+O(δφ2).

(B.25)

Utilizando as equações (B.23) e (B.24), de forma que serão explicitados seus respectivos

termos de ordem superior O(δφ2), inclusive de (B.25), escrevemos,

δTs[n] = −
∑

i,σ

Θiεi

∫
d3rδφ∗i (rσ)δφi(rσ)−

∫
d3rvs(r)

[
δn(r)−

∑

i,σ

Θiδφ
∗
i (rσ)δφi(rσ)

]

+
(−i~)2

2me

∑

i,σ

Θi

∫
d3rδφ∗i (rσ)∇2δφi(rσ)

(B.26)

δTs[n] = −
∫
d3rvs(r)δn(r)−

∑

i,σ

Θi

∫
d3r[εi − vs(r)]δφ∗i (rσ)δφi(rσ)

+
(−i~)2

2me

∑

i,σ

Θi

∫
d3rδφ∗i (rσ)∇2δφi(rσ).

(B.27)

Reunindo todos os termos de ordem superior em φi(rσ) e considerando a correspondência

δφ −→ δn, escrevemos, por fim

δTs[n] = −
∫
d3rvs(r)δn(r) +O(δn2) (B.28)
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B.4 Variação do funcional EH [n]

O funcional associado ao termo de Hartree é dado por,

EH [n] =
1

2

∫
d3r

∫
d3r′n(r)w(r, r′)n(r′). (B.29)

Considerando (B.3), escrevemos,

EH [n0(r) + δn(r)] =
1

2

∫
d3r

∫
d3r′[n0(r) + δn(r)]w(r, r′)[n0(r′) + δn(r′)]. (B.30)

Analisando o integrando de (B.30), tem-se,

[n0(r) + δn(r)]w(r, r′)[n0(r′) + δn(r′)] = n0(r)w(r, r′)n0(r′) + n0(r)w(r, r′)δn(r′)

+δn(r)w(r, r′)n0(r′) + δn(r)w(r, r′)δn(r′).

(B.31)

Uma permutação entre r e r′ no termo n0(r)w(r, r′)δn(r′) é realizável, uma vez que a

interação coulombiana w(r, r′) é simétrica [w(r, r′) = w(r′, r)]. Desta maneira, podemos

escrever n0(r)w(r, r′)δn(r′) = δn(r)w(r, r′)n0(r′), assim,

EH [n0(r) + δn(r)] =
1

2

∫
d3r

∫
d3r′n0(r)w(r, r′)n0(r′) +

∫
d3r

∫
d3r′δn(r)w(r, r′)n0(r′)

+
1

2

∫
d3r

∫
d3r′δn(r)w(r, r′)δn(r′).

(B.32)

Observando que o primeiro termo do lado direito da equação (B.32) é o funcional de

Hartree para a densidade eletrônica do estado fundamental EH [n0] e denotando o último

termo genericamente por O(δn2), chegamos por fim a,

δEH [n] = EH [n0(r)+δn(r)]−EH [n0(r)] =

∫
d3r

∫
d3r′δn(r)w(r, r′)n0(r′)+O(δn2).

(B.33)



Apêndice C

Prova e outras aplicações do Teorema 1

C.1 O Teorema

Seja GR(p̂ν, ω) ∈ C a função retardada de Green diagonal no estado ν, associada

ao operador p̂, escrita no domı́nio da frequência como:

GR(p̂ν, ω) =
Λ1(p̂ν, ω) + iηΛ2(p̂ν, ω)

Λ3(p̂ν, ω) + iηΛ4(p̂ν, ω)
, (C.1)

com Λ4(p̂ν, ω) 6= 0, de modo que

Λ2(p̂ν, ω) =
d

dω
Λ1(p̂ν, ω) (C.2)

Λ4(p̂ν, ω) =
d

dω
Λ3(p̂ν, ω), (C.3)

onde i é a unidade imaginária, η é um número infinitesimal e Λj(p̂ν, ω) ∈ < são funções

diferenciáveis, com j = {1, 2, 3, 4}.

Sejam ωl = {ω1, ..., ωN} as ráızes de Λ3(p̂ν, ω) = 0.

Se Λ4(p̂ν, ωl) 6= 0, então a parte imaginária, a função espectral e o número de

ocupação associados a GR(p̂ν, ω) ficam determinados respectivamente por:

ImGR(p̂ν, ω) = −πΛ1(p̂ν, ω)

Λ4(p̂ν, ω)

∑

l

δ(ω − ωl), (C.4)

A(p̂ν, ω) = 2π
Λ1(p̂ν, ω)

Λ4(p̂ν, ω)

∑

l

δ(ω − ωl), (C.5)

〈n̂pν〉 =
∑

l

nF (ωl − µ)
Λ1(p̂ν, ωl)

Λ4(p̂ν, ωl)
, (C.6)

onde nF (ωl − µ) é a função de Fermi-Dirac e µ o potencial qúımico do sistema.
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C.2 A prova

Demonstração. Desenvolvendo a equação (C.1), escrevemos:

GR(p̂ν, ω) =

[
Λ1(p̂ν, ω) + iηΛ2(p̂ν, ω)

Λ3(p̂ν, ω) + iηΛ4(p̂ν, ω)

]
.

[
Λ3(p̂ν, ω)− iηΛ4(p̂ν, ω)

Λ3(p̂ν, ω)− iηΛ4(p̂ν, ω)

]
(C.7)

GR(p̂ν, ω) = ReGR(p̂ν, ω) + iImGR(p̂ν, ω), (C.8)

sendo:

ReGR(p̂ν, ω) =
[Λ1(p̂ν, ω)Λ3(p̂ν, ω) + η2Λ2(p̂ν, ω)Λ4(p̂ν, ω)]

Λ2
3(p̂ν, ω) + η2Λ2

4(p̂ν, ω)
(C.9)

ImGR(p̂ν, ω) =
η[Λ2(p̂ν, ω)Λ3(p̂ν, ω)− Λ1(p̂ν, ω)Λ4(p̂ν, ω)]

Λ2
3(p̂ν, ω) + η2Λ2

4(p̂ν, ω)
. (C.10)

Reescrevemos ImGR(p̂ν, ω) como:

ImGR(p̂ν, ω) =

[
Λ2(p̂ν, ω)Λ3(p̂ν, ω)

Λ2
4(p̂ν, ω)

− Λ1(p̂ν, ω)

Λ4(p̂ν, ω)

]
η

Λ2
3(p̂ν, ω)

Λ2
4(p̂ν, ω)

+ η2

. (C.11)

No limite em que η → 0, desde que,

δ

(
Λ3(p̂ν, ω)

Λ4(p̂ν, ω)

)
=

1

π
lim
η→0

η

Λ2
3(p̂ν, ω)

Λ2
4(p̂ν, ω)

+ η2

, (C.12)

tem-se:

ImGR(p̂ν, ω) = π

[
Λ2(p̂ν, ω)Λ3(p̂ν, ω)

Λ2
4(p̂ν, ω)

− Λ1(p̂ν, ω)

Λ4(p̂ν, ω)

]
δ

(
Λ3(p̂ν, ω)

Λ4(p̂ν, ω)

)
. (C.13)

A delta de Dirac de uma função f(p̂ν, ω) pode ser escrita em termos das ráızes desta

função através da propriedade:

δ (f(p̂ν, ω)) =
∑

l

δ(ω − ωl)
|f ′(p̂ν, ωl)|

, (C.14)

sendo ωl as ráızes de f(p̂ν, ω) = 0 e f ′(p̂ν, ωl) 6= 0. Para o presente caso, devemos ter:

δ

(
f(p̂ν, ω) =

Λ3(p̂ν, ω)

Λ4(p̂ν, ω)

)
=
∑

l

δ(ω − ωl)
|f ′(p̂ν, ωl)|

, (C.15)
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onde ao desenvolvermos f ′(p̂ν, ω), escrevemos:

f ′(p̂ν, ω) =
df

dω
=

df

dΛ3

.
dΛ3

dω
+

df

dΛ4

.
dΛ4

dω
=

1

Λ4

d

dω
Λ3 −

Λ3

Λ2
4

d

dω
Λ4 (C.16)

A equação (C.3) permite-nos escrever (C.16) como:

f ′(p̂ν, ω) =
df

dω
= 1− Λ3(p̂ν, ω)

Λ2
4(p̂ν, ω)

d

dω
Λ4(p̂ν, ω). (C.17)

Substituindo as ráızes de f(p̂ν, ω) = 0 em (C.17), que são as mesmas ráızes de Λ3(p̂ν, ω) =

0 se Λ4(p̂ν, ωl) 6= 0, encontramos:

f ′(p̂ν, ωl) =

(
df

dω

)

ω=ωl

= 1. (C.18)

Desta maneira, a equação (C.15) assume a forma:

δ

(
Λ3(p̂ν, ω)

Λ4(p̂ν, ω)

)
=
∑

l

δ(ω − ωl), (C.19)

o que nos leva a escrever a equação (C.13) como:

ImGR(p̂ν, ω) = π

[
Λ2(p̂ν, ω)Λ3(p̂ν, ω)

Λ2
4(p̂ν, ω)

− Λ1(p̂ν, ω)

Λ4(p̂ν, ω)

]∑

l

δ(ω − ωl). (C.20)

Uma vez que δ(ω − ωl) restringe, em (C.20), os valores de ω ao conjunto de ráızes ωl =

{ω1, ..., ωN}, significando que uma excitação eletrônica com energia ω ocorre apenas se ω =

ωl, a função Λ3(p̂ν, ω), condicionada a esta restrição, se anula, de modo que escrevemos,

por fim, que:

ImGR(p̂ν, ω) = −πΛ1(p̂ν, ω)

Λ4(p̂ν, ω)

∑

l

δ(ω − ωl). (C.21)

A função espectral, definida como:

A(p̂ν, ω) = −2ImGR(p̂ν, ω), (C.22)

fica determinada por:

A(p̂ν, ω) = 2π
Λ1(p̂ν, ω)

Λ4(p̂ν, ω)

∑

l

δ(ω − ωl), (C.23)
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enquanto que o número de ocupação, cuja definição é:

〈n̂pν〉 =

∫ +∞

−∞

dω

2π
nF (ω − µ)A(p̂ν, ω) (C.24)

assume a forma,

〈n̂pν〉 =
∑

l

nF (ωl − µ)
Λ1(p̂ν, ωl)

Λ4(p̂ν, ωl)
(C.25)

C.3 Aplicação a um sistema de elétrons não interagentes

Um sistema de elétrons não interagente, cujo Hamiltoniano no formalismo de

segunda quantização é escrito na forma:

Ĥ =
∑

ν

εν ĉ
†
ν ĉν , (C.26)

tem sua função retardada de Green no domı́nio da frequência expressa por:

GR(ĉν, ω) =
1

ω − εν + iη
. (C.27)

Uma analogia com a equação (C.1) nos permite extrair:

Λ1(ĉν, ω) = 1, Λ2(ĉν, ω) = 0, Λ3(ĉν, ω) = ω − εν e Λ4(ĉν, ω) = 1, (C.28)

de onde verificamos que,

Λ2(ĉν, ω) =
d

dω
Λ1(ĉν, ω) e Λ4(ĉν, ω) =

d

dω
Λ3(ĉν, ω). (C.29)

Vamos determinar a ráız de Λ3(ĉν, ω) = 0, que por sua vez é,

ω = εν . (C.30)

Verificamos então que,

Λ4(ĉν, ω = εν) 6= 0. (C.31)

A função espectral do sistema, de acordo com a equação (C.5), é:

A(ĉν, ω) = 2πδ(ω − εν), (C.32)
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O número de ocupação, conforme a equação (C.6), é:

〈n̂cν〉 = nF (εν − µ) (C.33)

Os resultados (C.32) e (C.33) estão em acordo com os resultados da literatura. Podemos

também observar que não ocorrem singularidades, uma vez que Λ4,cν(ω) é constante e

diferente de zero.

C.4 Aplicação a renormalização da função de Green de uma

part́ıcula

Vamos considerar a função retardada de Green de uma part́ıcula que, de maneira

geral, pode ser escrita na forma [92]:

GR(ν, ω) =
1

ω − εν − ΣR(ν, ω)
(C.34)

Separando a autoenergia ΣR(ν, ω) em suas partes real e imaginária, temos:

ΣR(ν, ω) = ReΣR(ν, ω) + iImΣR(ν, ω) (C.35)

Para uma parte imaginária muito pequena, podeŕıamos saber aproximar:

ImΣR(ν, ω) ≈ −η, (C.36)

implicando em:

GR(ν, ω) ≈ 1

ω − εν −ReΣR(ν, ω) + iη
(C.37)

Uma analogia entre (C.37) e (C.1) nos permite extrair que:

Λ1(ν, ω) = 1, Λ2(ν, ω) = 0 e Λ3(ν, ω) = ω − εν −ReΣR(ν, ω), (C.38)

e devido a aproximação (C.36),

Λ4(ν, ω) ≈ 1 (C.39)

Vamos assumir que (C.37) satisfaz o Teorema 1. Uma vez que a relação (C.2) ja é satisfeita,

devemos então considerar que:

Λ4(ν, ω) =
d

dω
Λ3(ν, ω) =

d

dω

[
ω − εν −ReΣR(ν, ω)

]
= 1− d

dω
ReΣR(ν, ω). (C.40)
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O número de ráızes de

Λ3(ν, ω) = ω − εν −ReΣR(ν, ω) = 0, (C.41)

depende do grau de ReΣR(ν, ω). Denotando estas ráızes por ωl = {ω1, ..., ωN} e uma vez

que estamos assumindo a validade do Teorema 1, devemos considerar,

Λ4(ν, ωl) = 1− d

dω
ReΣR(ν, ω)

∣∣∣
ω=ωl

6= 0. (C.42)

Definindo:

Λ4(ν, ω) =
1

Z(ν, ω)
, (C.43)

onde Z(ν, ω) é denominado fator de renormalização, escrevemos a função espectral, de

acordo com (C.5), como:

A(ν, ω) ≈ 2πZ(ν, ω)
∑

l

δ(ω − ωl) (C.44)

O resultado (C.44) está em perfeito acordo com o resultado encontrado na literatura

quando fazemos por razões técnicas d
dω
→ ∂

∂ω
.



Apêndice D

Conexão entre a matriz equivalente Mkσ

e as funções Λj(p̂ν, ω)

D.1 Substrato

Relembremos, neste momento, que nosso sistema é composto por uma monoca-

mada de rede hexagonal e, pelo fato de não ser uma rede de Bravais, a descrevemos como

a intercalação de duas sub-redes triangulares, A e B. Por este motivo, definimos duas

funções retardadas de Green, GR(âkσ, t− t′) e GR(b̂kσ, t− t′), que foram determinadas no

domı́nio da frequência nas formas GR(âkσ, ω) e GR(b̂kσ, ω), afim de descrever a propa-

gação de um elétron em ambas as sub-redes. Como podemos observar de (4.55) e (4.62).

Λ3(âkσ, ω) = Λ3(b̂kσ, ω), (D.1)

Isto é, independente de qual sub-rede levarmos em consideração, as funções Λ3(p̂ν, ω)

são idênticas, motivo pelo qual as funções Λ4(p̂ν, ω) também o são. Portanto, elas não

carregam as informações de uma sub-rede espećıfica, mas sim do sistema como um todo.

Este fato nos permite escrever, para o sistema em questão, que:

Λ3(kσ, ω) ≡ Λ3(âkσ, ω) = Λ3(b̂kσ, ω). (D.2)

Voltemos nossa atenção para o fato de que Λ3(kσ, ω) = 0 possui a mesma forma

e solução da equação secular expressa em (4.26), quando fazemos ε̃kσ → ω. Isso significa

que as ráızes ωl são as próprias autoenergias do sistema, como se observa da equação

(4.57). Tal fato nos leva a inferir que:

Λ3(kσ, ω) = det[ωI −Mkσ], (D.3)

e por consequência,

Λ4(kσ, ω) =
d

dω
det[ωI −Mkσ]. (D.4)



D.1 Substrato 183

Enquanto Λ3(kσ, ω) e Λ4(kσ, ω) contêm informações do sistema como um todo,

as funções Λ1(p̂kσ, ω) e Λ2(p̂kσ, ω) contêm, de forma individual, apenas parte da informa-

ções, as quais estão relacionadas às sub-redes A e B. Podemos verificar a partir de (4.55)

e (4.62) que as funções Λ1(p̂kσ, ω) são os cofatores dos elementos da diagonal principal†

da matriz [ωI −Mkσ], isto é,

Λ1(âkσ, ω) = ∆11, Λ1(b̂kσ, ω) = ∆22 (D.5)

o que implica em,

Λ2(âkσ, ω) =
d

dω
∆11, Λ2(b̂kσ, ω) =

d

dω
∆22 (D.6)

onde ∆ij = (−1)i+jdet(Ωij), sendo Ωij a matriz que resulta quando excluimos a linha i e

a coluna j da matriz [ωI −Mkσ].

Um outro aspecto relevante surge quando olhamos para a rede cristalina como

um todo. Valendo-se do prinćıpio da superposição, a função de Green retardada, que

descreve a propagação de um elétron na rede hexagonal, deve ser:

GR(kσ, ω) =
∑

p=a,b

GR(p̂kσ, ω) =
Λ1(kσ, ω) + iηΛ2(kσ, ω)

Λ3(kσ, ω) + iηΛ4(kσ, ω)
∀ ωl 6= ωΛkσ (D.7)

sendo ωΛkσ as ráızes de Λ4(kσ, ω) = 0 e,

Λ1(kσ, ω) =
∑

p=a,b

Λ1(p̂kσ, ω) e Λ2(kσ, ω) =
∑

p=a,b

Λ2(p̂kσ, ω). (D.8)

Das equações (4.55) e (4.62), na observância de (D.3), (D.4) e (D.5), verifica-se que†

Λ1(kσ, ω) =
∑

i=1,2

∆ii =
d

dω
det[ωI −Mkσ], (D.9)

e por consequência,

Λ2(kσ, ω) =
∑

i=1,2

d

dω
∆ii =

d2

dω2
det[ωI −Mkσ]. (D.10)

†A primeira vista esta conclusão pode parecer precipitada, mas estes resultados serão confirmados no-
vamente quando abordamos o modelo do grafeno sobre o substrato.

†No apêndice E demonstra-se por indução que a soma dos cofatores dos elementos da diagonal principal
de uma matriz Ω = λI −M é igual a derivada de seu determinante com respeito a variável λ, onde M é
uma matriz de ordem N e I a matriz identidade.
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As equações (D.3), (D.4), (D.9) e (D.10) permitem reescrever a equação (D.7) como,

GR(kσ, ω) =

d

dω
det[ωI −Mkσ] + iη

d2

dω2
det[ωI −Mkσ]

det[ωI −Mkσ] + iη
d

dω
det[ωI −Mkσ]

∀ ωl 6= ωΛkσ (D.11)

Definindo,

Γ(kσ, ω) = det[ωI −Mkσ] + iη
d

dω
det[ωI −Mkσ], (D.12)

a equação (D.11) toma a forma final,

GR(kσ, ω) =
∑

p=a,b

GR(p̂kσ, ω) =
1

Γ(kσ, ω)

d

dω
Γ(kσ, ω) ∀ ωl 6= ωΛkσ, (D.13)

com as relações,

Λ1(kσ, ω) =
d

dω
ReΓ(kσ, ω); Λ2(kσ, ω) =

1

η

d

dω
ImΓ(kσ, ω) (D.14)

Λ3(kσ, ω) = ReΓ(kσ, ω); Λ4(kσ, ω) =
1

η
ImΓ(kσ, ω). (D.15)

Assim, podemos escrever a função espectral e o número de ocupação da rede he-

xagonal, com base em (3.117), (3.118), (D.14) e (D.15), respectivamente, na forma:

A(kσ, ω) =
∑

p=a,b

A(p̂kσ, ω) =
2πη

ImΓ(kσ, ω)

[
d

dω
ReΓ(kσ, ω)

]∑

l=±
δ(ω − ωl)

= 2π
∑

l=±
δ(ω − ωl) ∀ ωl 6= ωΛkσ, (D.16)

〈n̂kσ〉 =
∑

p=a,b

〈n̂pkσ〉 =
∑

l=±
nF (ωl − µ)

{
η

ImΓ(kσ, ω)

[
d

dω
ReΓ(kσ, ω)

]}

ω=ωl

=
∑

l=±
nF (ωl − µ) ∀ ωl 6= ωΛkσ. (D.17)
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D.2 Bicamada

Considerando os resultados apresentados na seção D.1, iremos verificar se perma-

necem válidas as relações entre as funções Λj(p̂ν, ω) e a matriz equivalente do Hamilto-

niano que descreve o sistema. Agora, nosso sistema é composto pelo grafeno depositado

sobre o substrato estudado na seção anterior. Foram definidas quatro funções retarda-

das de Green, que descrevem a propagação de um elétron nas sub-redes A1[B1] e A2[B2]

do substrato e grafeno, respectivamente. Como podemos observar em (4.132), (4.133),

(4.134) e (4.135),

Λ3(â1kσ, ω) = Λ3(b̂1kσ, ω) = Λ3(â2kσ, ω) = Λ3(b̂2kσ, ω), (D.18)

o que evidencia, novamente, que as funções Λ3(p̂ν, ω) não carregam informações de uma

sub-rede ou camada espećıfica, mas sim, as informações do sistema como um todo. De-

notaremos então,

Λ3(kσ, ω) ≡ Λ3(â1kσ, ω) = Λ3(b̂1kσ, ω) = Λ3(â2kσ, ω) = Λ3(b̂2kσ, ω). (D.19)

Atentemos novamente para o fato de que Λ3(kσ, ω) = 0 possui mesma forma e solução da

equação secular (4.91) quando fazemos εkσ → ω. Isto significa, novamente, que as ráızes

ωl são as próprias autoenergias do sistema. Este fato nos permite escrever com segurança

que,

Λ3(kσ, ω) = det[ωI −Mkσ], (D.20)

e por consequência,

Λ4(kσ, ω) =
d

dω
det[ωI −Mkσ]. (D.21)

Enquanto Λ3(kσ, ω) e Λ4(kσ, ω) contém informações do sistema como um todo,

as funções Λ1(p̂kσ, ω) e Λ2(p̂kσ, ω) contém, de forma individual, apenas parte da infor-

mações, as quais estão relacionadas às sub-redes A1[B1] e A2[B2]. Podemos verificar a

partir de (4.132), (4.133), (4.134) e (4.135) que as funções Λ1(p̂kσ, ω) são os cofatores dos

elementos da diagonal principal da matriz [ωI −Mkσ], isto é,

Λ1(â1kσ, ω) = ∆11, Λ1(b̂1kσ, ω) = ∆22 (D.22)

Λ1(â2kσ, ω) = ∆33, Λ1(b̂2kσ, ω) = ∆44 (D.23)
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o que implica em,

Λ2(â1kσ, ω) =
d

dω
∆11, Λ2(b̂1kσ, ω) =

d

dω
∆22 (D.24)

Λ2(â2kσ, ω) =
d

dω
∆33, Λ2(b̂2kσ, ω) =

d

dω
∆44 (D.25)

onde ∆ij = (−1)i+jdet(Ωij), sendo Ωij a matriz que resulta quando excluimos a linha i e

a coluna j da matriz [ωI −Mkσ].

Olhando para a rede cristalina como um todo, se valendo do prinćıpio da super-

posição, escrevemos a função retardada de Green para o sistema como:

GR(kσ, ω) =
∑

p=a,b

∑

m=1,2

GR(p̂mkσ, ω) =
Λ1(kσ, ω) + iηΛ2(kσ, ω)

Λ3(kσ, ω) + iηΛ4(kσ, ω)
∀ ωl 6= ωΛkσ (D.26)

sendo,

Λ1(kσ, ω) =
∑

p=a,b

∑

m=1,2

Λ1(p̂mkσ, ω) e Λ2(kσ, ω) =
∑

p=a,b

∑

m=1,2

Λ2(p̂mkσ, ω). (D.27)

Das equações (4.132), (4.133), (4.134) e (4.135), levando em consideração (D.22), (D.23)

e o Teorema 2 provado no apêndice E, escrevemos,

Λ1(kσ, ω) =
∑

i=1,2,3,4

∆ii =
d

dω
det[ωI −Mkσ] (D.28)

e por consequência,

Λ2(kσ, ω) =
∑

i=1,2,3,4

d

dω
∆ii =

d2

dω2
det[ωI −Mkσ]. (D.29)

As equações (D.20), (D.21), (D.28) e (D.29) permitem reescrever a equação (D.26) na

forma,

GR(kσ, ω) =

d

dω
det[ωI −Mkσ] + iη

d2

dω2
det[ωI −Mkσ]

det[ωI −Mkσ] + iη
d

dω
det[ωI −Mkσ]

∀ ωl 6= ωΛkσ (D.30)

Definindo,

Γ(kσ, ω) = det[ωI −Mkσ] + iη
d

dω
det[ωI −Mkσ] (D.31)
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Podemos escrever (D.30) na forma final,

GR(kσ, ω) =
∑

p=a,b

∑

m=1,2

GR(p̂mkσ, ω) =
1

Γ(kσ, ω)

d

dω
Γ(kσ, ω) ∀ ωl 6= ωΛkσ (D.32)

com as relações,

Λ1(kσ, ω) =
d

dω
ReΓ(kσ, ω); Λ2(kσ, ω) =

1

η

d

dω
ImΓ(kσ, ω) (D.33)

Λ3(kσ, ω) = ReΓ(kσ, ω); Λ4(kσ, ω) =
1

η
ImΓ(kσ, ω) (D.34)

Podemos escrever a função espectral e o número de ocupação do sistema, com base em

(3.117), (3.118), (D.33) e (D.34), respectivamente, na forma:

A(kσ, ω) =
∑

p=a,b

∑

m=1,2

A(p̂mkσ, ω) =
2πη

ImΓ(kσ, ω)

[
d

dω
ReΓ(kσ, ω)

]∑

l

δ(ω − ωl)

= 2π
∑

l

δ(ω − ωl); ∀ ωl 6= ωΛkσ, (D.35)

〈n̂kσ〉 =
∑

p=a,b

∑

m=1,2

〈n̂mpkσ〉 =
∑

l

nF (ωl − µ)

{
η

ImΓ(kσ, ω)

[
d

dω
ReΓ(kσ, ω)

]}

ω=ωl

=
∑

l

nF (ωl − µ); ∀ ωl 6= ωΛkσ. (D.36)

Conclui-se, assim, que todas as relações obtidas na subseção D.1 permanecem válidas para

o sistema em questão. Isto demonstra ser um forte ind́ıcio de que estas relações são gerais

para sistemas que possuem funções retardadas de Green que obedecem ao Teorema 1.

D.3 Possibilidade de um novo método

Os resultados apresentados nas duas seções precedentes a esta abrem a possi-

bilidade de se estabelecer um novo método relacionado ao uso de funções de Green e

equação de movimento no estudo de sistemas quânticos de muitas part́ıculas. Para isso, é

necessário estudar o Hamiltoniano arbitrário diagonal no autoestado ν escrito na forma,

Ĥ = −
∑

m,n,ν

habmnν â
†
mν b̂nν−

∑

m,n,ν

hab
∗

mnν b̂
†
mν ânν+

∑

m,n,ν

haamnν â
†
mν ânν+

∑

m,n,ν

hbbmnν b̂
†
mν b̂nν , (D.37)
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onde m,n = 1, 2, sendo haamnν , h
bb
mnν e habmnν funções genéricas que podem conter informa-

ções sobre o fator de estrutura, parâmetro hopping, energia potencial elétrica, etc. Este

estudo terá o objetivo de verificar se as funções retardadas obedecem ao Teorema 1. Em

caso afirmativo, poderemos otimizar o processo de determinação da função espectral para

sistemas que possuem o Hamiltoniano como caso particular de D.37, como o Hamiltoni-

ano de Hubbard na aproximação do campo médio, ou o Hamiltoniano tight-biding, por

exemplo, sem necessariamente desenvolver todos os extensos cálculos inerentes ao método,

bastando considerarmos a forma matricial,

Ĥ =
∑

ν

(â†1ν , b̂
†
1ν , â

†
2ν , b̂

†
2ν)




haa11ν −hab11ν haa12ν −hab12ν

−hab∗11ν hbb11ν −hab∗12ν hbb12ν

haa21ν −hab21ν haa22ν −hab22ν

−hab∗21ν hbb21ν −hab∗22ν hbb22ν







â1ν

b̂1ν

â2ν

b̂2ν



. (D.38)

da qual extráımos a matriz equivalente,

Hν =




haa11ν −hab11ν haa12ν −hab12ν

−hab∗11ν hbb11ν −hab∗12ν hbb12ν

haa21ν −hab21ν haa22ν −hab22ν

−hab∗21ν hbb21ν −hab∗22ν hbb22ν




(D.39)

As funções Λj(p̂ν, ω) estarão associadas a matriz ωI −Hν , onde,

Λ1(â1ν, ω) = ∆11; Λ1(b̂1ν, ω) = ∆22; Λ1(â2ν, ω) = ∆33; Λ1(b̂2ν, ω) = ∆44, (D.40)

onde ∆NN são os cofatores dos elementos da diagonal principal de ωI −Hν e,

Λ3(ν, ω) = det[ωI −Hν ]. (D.41)

Estas informações, juntamente com as autoenergias do sistema, através das relações do

Teorema 1, serão suficientes para determinar a função espectral, Densidade de Estados e

números de ocupação, sem se debruçar no extenso cálculo das equações de movimento.



Apêndice E

Teorema 2

E.1 O Teorema

Seja M uma matriz quadrada de ordem N , I a matriz identidade e λ uma variável

arbitrária. A soma dos cofatores dos elementos da diagonal principal da matriz,

Ω = λI −M, (E.1)

é igual a derivada de seu determinante com respeito a variável λ, isto é,

∑

N

∆NN =
d

dλ
det(λI −M), (E.2)

sendo ∆ij = (−1)i+jdet(Ωij), onde Ωij é a matriz que resulta da exclusão da linha i e

coluna j de Ω.

E.2 A prova

E.2.1 Matriz M2x2

Como primeiro passo, vamos considerar uma matriz M quadrada de ordem 2,

M =

(
M11 M12

M21 M22

)
. (E.3)

Vamos definir uma matriz Ω, tal que,

Ω ≡ λI −M, (E.4)

onde I é a matriz identidade, que neste caso é de ordem 2, e λ é uma variável arbitrária

que apenas coincide com os autovalores de M quando det(Ω) = 0.

Temos o objetivo de verificar a relação entre o determinante de Ω e os cofatores

dos elementos de sua diagonal principal. Para isso, observemos que a definição (E.4) nos
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permite escrever,

Ω =

(
λ−M11 −M12

−M21 λ−M22

)
=

(
Ω11(λ) Ω12

Ω21 Ω22(λ)

)
, (E.5)

cujo determinante é dado por,

det(Ω) = Ω11(λ)Ω22(λ)− Ω12Ω21. (E.6)

Os cofatores dos elementos de Ω são definidos como

∆ij = (−1)i+jdet(Ωij), (E.7)

onde Ωij é a matriz que resulta da exclusão da linha i e coluna j de Ω. Para os elementos

da diagonal principal obtemos,

∆11 = Ω22(λ), ∆22 = Ω11(λ) (E.8)

A derivada de (E.6) com respeito a λ fornece,

d

dλ
det(Ω) = Ω11(λ) + Ω22(λ), (E.9)

de onde observamos que,

∑

N=1,2

∆NN =
d

dλ
det(Ω). (E.10)

E.2.2 Matriz M3x3

Vamos considerar agora uma matriz M quadrada de ordem 3,

M =



M11 M12 M13

M21 M22 M23

M31 M32 M33


 . (E.11)

Considerando a definição (E.4), escrevemos,

Ω =



λ−M11 −M12 −M13

−M21 λ−M22 −M23

−M31 −M32 λ−M33


 =




Ω11(λ) Ω12 Ω13

Ω21 Ω22(λ) Ω23

Ω31 Ω32 Ω33(λ)


 . (E.12)
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O determinante é dado por,

det(Ω) = Ω11(λ)Ω22(λ)Ω33(λ) + Ω12Ω23Ω31 + Ω13Ω21Ω32

−Ω31Ω22(λ)Ω13 − Ω32Ω23Ω11(λ)− Ω33(λ)Ω21Ω12

. (E.13)

Os cofatores dos elementos da diagonal principal são,

∆11 = Ω22(λ)Ω33(λ)− Ω32Ω23, (E.14)

∆22 = Ω11(λ)Ω33(λ)− Ω31Ω13, (E.15)

∆33 = Ω11(λ)Ω22(λ)− Ω21Ω12. (E.16)

A derivada de (E.13) com respeito a λ fornece,

d

dλ
det(Ω) = Ω22(λ)Ω33(λ) + Ω11(λ)Ω33(λ) + Ω11(λ)Ω22(λ)

−Ω31Ω13 − Ω32Ω23 − Ω21Ω12

, (E.17)

de onde conclúımos que,

∑

N=1,2,3

∆NN =
d

dλ
det(Ω). (E.18)

E.2.3 Matriz M4x4

Vamos considerar agora uma matriz M quadrada de ordem 4,

M =




M11 M12 M13 M14

M21 M22 M23 M24

M31 M32 M33 M34

M41 M42 M43 M44



. (E.19)

Considerando a definição (E.4), escrevemos,

Ω =




λ−M11 −M12 −M13 −M14

−M21 λ−M22 −M23 −M24

−M31 −M32 λ−M33 −M34

−M41 −M42 −M43 λ−M44




=




Ω11(λ) Ω12 Ω13 Ω14

Ω21 Ω22(λ) Ω23 Ω24

Ω31 Ω32 Ω33(λ) Ω34

Ω41 Ω42 Ω43 Ω44(λ)



.

(E.20)
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O método de Laplace nos permite calcular o determinante de (E.20) ao escolhermos uma

de suas linhas ou colunas. Uma vez feita a escolha, fazemos o produto entre cada elemento

da linha ou coluna escolhida e seu respectivo cofator. O determinante de (E.20) será a

soma de todos estes produtos. Como a escolha da linha ou coluna é arbitrária, usaremos

a primeira coluna para o cálculo. Deste modo, o determinante de Ω pode ser expresso

por,

det(Ω) = Ω11(λ)∆11 + Ω21∆21 + Ω31∆31 + Ω41∆41 (E.21)

onde,

∆11 =

∣∣∣∣∣∣∣

Ω22(λ) Ω23 Ω24

Ω32 Ω33(λ) Ω34

Ω42 Ω43 Ω44(λ)

∣∣∣∣∣∣∣
= Ω22(λ)Ω33(λ)Ω44(λ) + Ω23Ω34Ω42 + Ω24Ω32Ω43

−Ω42Ω33(λ)Ω24 − Ω43Ω34Ω22(λ)− Ω44(λ)Ω32Ω23

, (E.22)

∆21 = −

∣∣∣∣∣∣∣

Ω12 Ω13 Ω14

Ω32 Ω33(λ) Ω34

Ω42 Ω43 Ω44(λ)

∣∣∣∣∣∣∣
= −Ω12Ω33(λ)Ω44(λ)− Ω13Ω34Ω42 − Ω14Ω32Ω43

+Ω42Ω33(λ)Ω14 + Ω43Ω34Ω12 + Ω44(λ)Ω32Ω13

, (E.23)

∆31 =

∣∣∣∣∣∣∣

Ω12 Ω13 Ω14

Ω22(λ) Ω23 Ω24

Ω42 Ω43 Ω44(λ)

∣∣∣∣∣∣∣
= Ω12Ω23Ω44(λ) + Ω13Ω24Ω42 + Ω14Ω22(λ)Ω43

−Ω42Ω23Ω14 − Ω43Ω24Ω12 − Ω44(λ)Ω22(λ)Ω13

, (E.24)

∆41 = −

∣∣∣∣∣∣∣

Ω12 Ω13 Ω14

Ω22(λ) Ω23 Ω24

Ω32 Ω33(λ) Ω34

∣∣∣∣∣∣∣
= −Ω12Ω23Ω34 − Ω13Ω24Ω32 − Ω14Ω22(λ)Ω33(λ)

+Ω32Ω23Ω14 + Ω33(λ)Ω24Ω12 + Ω34Ω22(λ)Ω13

. (E.25)

Considerando que o cofator do elemento Ω11 já é determinado por (E.22), os cofatores dos

demais elementos da diagonal principal são dados por,

∆22 =

∣∣∣∣∣∣∣

Ω11(λ) Ω13 Ω14

Ω31 Ω33(λ) Ω34

Ω41 Ω43 Ω44(λ)

∣∣∣∣∣∣∣
= Ω11(λ)Ω33(λ)Ω44(λ) + Ω13Ω34Ω41 + Ω14Ω31Ω43

−Ω41Ω33(λ)Ω14 − Ω43Ω34Ω11(λ)− Ω44(λ)Ω31Ω13

, (E.26)
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∆33 =

∣∣∣∣∣∣∣

Ω11(λ) Ω12 Ω14

Ω21 Ω22(λ) Ω24

Ω41 Ω42 Ω44(λ)

∣∣∣∣∣∣∣
= Ω11(λ)Ω22(λ)Ω44(λ) + Ω12Ω24Ω41 + Ω14Ω21Ω42

−Ω41Ω22(λ)Ω14 − Ω42Ω24Ω11(λ)− Ω44(λ)Ω21Ω12

, (E.27)

∆44 =

∣∣∣∣∣∣∣

Ω11(λ) Ω12 Ω13

Ω21 Ω22(λ) Ω23

Ω31 Ω32 Ω33(λ)

∣∣∣∣∣∣∣
= Ω11(λ)Ω22(λ)Ω33(λ) + Ω12Ω23Ω31 + Ω13Ω21Ω32

−Ω31Ω22(λ)Ω13 − Ω32Ω23Ω11(λ)− Ω33(λ)Ω21Ω12

, (E.28)

A derivada de (E.21) com respeito a λ, fornece,

d

dλ
det(Ω) = ∆11 + Ω11(λ)

d

dλ
∆11 + Ω21

d

dλ
∆21 + Ω31

d

dλ
∆31 + Ω41

d

dλ
∆41. (E.29)

Considerando (E.22), (E.23), (E.24) e (E.25), expressamos individualmente as derivadas

dos cofatores por,

d

dλ
∆11 = Ω33(λ)Ω44(λ)+Ω22(λ)Ω44(λ)+Ω22(λ)Ω33(λ)−Ω42Ω24−Ω43Ω34−Ω32Ω23, (E.30)

d

dλ
∆21 = −Ω12Ω44(λ)− Ω12Ω33(λ) + Ω42Ω14 + Ω32Ω13, (E.31)

d

dλ
∆31 = Ω12Ω23 + Ω14Ω43 − Ω22(λ)Ω13 − Ω44(λ)Ω13, (E.32)

d

dλ
∆41 = −Ω14Ω33(λ)− Ω14Ω22(λ) + Ω24Ω12 + Ω34Ω13. (E.33)

Ao subistituirmos (E.30), (E.31), (E.32) e (E.33) em (E.29), mostra-se que,

∑

N=1,2,3,4

∆NN =
d

dλ
det(Ω). (E.34)

E.2.4 Matriz MNxN

Consideremos por fim uma matriz M quadrada de ordem N ,

M =




M11 M12 · · · M1N

M21 M22 · · · M2N

...
...

. . .
...

MN1 MN2 · · · MNN



. (E.35)
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Considerando a definição (E.4), escrevemos,

Ω =




λ−M11 −M12 · · · −M1N

−M21 λ−M22 · · · −M2N

...
...

. . .
...

−MN1 −MN2 · · · λ−MNN




=




Ω11(λ) Ω12 · · · Ω1N

Ω21 Ω22(λ) · · · Ω2N

...
...

. . .
...

ΩN1 ΩN2 · · · ΩNN(λ)



. (E.36)

A partir dos resultados encontrados nas seções precedentes para matrizes quadradas de

ordem 2, 3 e 4, conclúımos por indução que para uma matriz geral M de ordem N vale a

relação,

∑

N

∆NN =
d

dλ
det(λI −M), (E.37)

isto é, a soma dos cofatores dos elementos da diagonal principal da matriz Ω = λI −M é

igual a derivada de seu determinante com respeito a variável λ.



Apêndice F

Determinação das posições dos Gaps

F.1 Relação entre o fator de estrutura e os termos t1, t2,

t⊥a e t⊥b

Analisando os resultados obtidos para a estrutura de bandas, verifica-se que um

dos autovalores de energia se anula para os vetores de onda nos quais temos a ocorrência

dos gaps. Com base nesta observação, vamos considerar a equação secular da matriz

equivalente do Hamiltoniano do sistema de bicamada, expressa pela equação (4.91), a

qual reescrevemos abaixo,

(εaεb − T 2
1 )(ε2 − T 2

2 )− ε(εat2⊥b + εbt
2
⊥a) + t2⊥at

2
⊥b − 2T1T2t⊥at⊥b = 0, (F.1)

onde se definiu, por conveniência, T1 = t1|Φk|, T2 = t2|Φk|, εa = εkσ − Ua 〈n̂1akσ̄〉 e

εb = εkσ − Ub 〈n̂1bkσ̄〉. Para o caso em que Ub = 0 e definindo,

T2 = ηT1; t⊥b = η⊥t⊥a, (F.2)

reescrevemos (F.1) na forma,

(εεa − T 2
1 )(ε2 − η2T 2

1 )− ε(η2
⊥εa + ε)t2⊥a + η2

⊥t
4
⊥a − 2ηη⊥T

2
1 t

2
⊥a = 0. (F.3)

Analisando a equação (F.3), chegamos a conclusão de que a única maneira de um dos

autovalores de energia ser nulo é termos a condição,

η2T 4
1 + η2

⊥t
4
⊥a − 2ηη⊥T

2
1 t

2
⊥a = 0. (F.4)

Denotando T 2
1 = x, escrevemos,

η2x2 − 2ηη⊥t
2
⊥ax+ η2

⊥t
4
⊥a = 0, (F.5)

cuja solução é expressa por,

T1 = t⊥a

√
η⊥
η

= t⊥b

√
t1t⊥a
t2t⊥b

, (F.6)
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logo,

|Φk| =
t⊥b
t1

√
t1t⊥a
t2t⊥b

. (F.7)

Matematicamente, a solução (F.7) é válida para todo k, mas fisicamente, é válida apenas

para os vetores de onda para os quais temos a ocorrência do gap.

F.2 Posição do gap ao longo dos trechos ΓK, KM e MΓ

Para determinar a posição do gap, devemos considerar a equação,

|Φk| =
√

3 + 2 cos(
√

3aky) + 4 cos(3akx/2) cos(
√

3aky/2), (F.8)

a qual será avaliada ao longo do caminho representado em vermelho na figura F.1, onde,

Γ = (0, 0) , K =

(
2π

3a
,

2π

3
√

3a

)
, M =

(
2π

3a
, 0

)
(F.9)

Figura F.1 - Trecho ΓK, KM e MΓ ao longo do qual será avaliado |Φk|.

F.2.1 Trecho ΓK

As componentes do vetor de onda para este trecho são dadas por,

kx = k cos(30) = k

√
3

2
, ky = k sin(30) =

k

2
, (F.10)
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de forma que reescrevemos a equação (F.8) como,

|Φk| =

√√√√3 + 2 cos

(√
3

2
ak

)
+ 4 cos

(
3
√

3

4
ak

)
cos

(√
3

4
ak

)
. (F.11)

Definindo,

α ≡
√

3

4
ak, (F.12)

com um pouco de cálculo algébrico, chega-se a,

|Φk| = 4 cos2(α)− 1. (F.13)

Usando o resultado (F.7) e retomando a igualdade (F.12), chegamos a expressão,

k =
4

a
√

3
arccos


1

2

√
1 +

t⊥b
t1

√
t1t⊥a
t2t⊥b


 (F.14)

Para os pontos Γ e K temos, respectivamente,

kΓ = 0, kD =
4π

3
√

3a
, (F.15)

o que permite concluir que,

0 ≤ t⊥b
t1

√
t1t⊥a
t2t⊥b

≤ 3 (F.16)

F.2.2 Trecho KM

As componentes do vetor de onda para este trecho são dadas por,

kx =
2π

3a
, ky = ky, (F.17)

de forma que reescrevemos a equação (F.8) como,

|Φk| =

√√√√3 + 2 cos(
√

3aky) + 4 cos(π) cos

(√
3

2
aky

)
. (F.18)

Definindo,

β ≡
√

3

2
aky, (F.19)
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com um pouco de cálculo algébrico, chega-se a,

|Φk| = 2 cos(β)− 1. (F.20)

Usando o resultado (F.7) e retomando a igualdade (F.19), chegamos a expressão,

ky =
2

a
√

3
arccos

[
1

2

(
1 +

t⊥b
t1

√
t1t⊥a
t2t⊥b

)]
(F.21)

Neste trecho, kx = 2π/3a = constante e ky varia no intervalo 0 ≤ ky ≤ 2π/3
√

3a, assim,

0 ≤ 2

a
√

3
arccos

[
1

2

(
1 +

t⊥b
t1

√
t1t⊥a
t2t⊥b

)]
≤ 2π

3
√

3a
(F.22)

o que permite concluir que,

0 ≤ t⊥b
t1

√
t1t⊥a
t2t⊥b

≤ 1. (F.23)

Durante o cálculo autoconsistente o valor de k é somado com o seu valor do trecho anterior,

de forma que devemos ter,

k =
2π

a
√

3
− 2

a
√

3
arccos

[
1

2

(
1 +

t⊥b
t1

√
t1t⊥a
t2t⊥b

)]
(F.24)

F.2.3 Trecho MΓ

As componentes do vetor de onda para este trecho são dadas por,

kx = kx, ky = 0, (F.25)

de forma que reescrevemos a equação (F.8) como,

|Φk| =
√

5 + 4 cos

(
3

2
akx

)
. (F.26)

com um pouco de cálculo algébrico, usando o resultado (F.7), chega-se a,

kx =
2

3a
arccos

{
1

4

[(
t⊥b
t1

√
t1t⊥a
t2t⊥b

)2

− 5

]}
(F.27)
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Neste trecho, ky = 0 e kx varia no intervalo 0 ≤ kx ≤ 2π/3a, assim,

0 ≤ 2

3a
arccos

{
1

4

[(
t⊥b
t1

√
t1t⊥a
t2t⊥b

)2

− 5

]}
≤ 2π

3a
(F.28)

o que permite concluir que,

1 ≤ t⊥b
t1

√
t1t⊥a
t2t⊥b

≤ 3. (F.29)

Durante o cálculo autoconsistente o valor de k é somado com o seu valor do trecho anterior,

de forma que devemos ter,

k =
2π

a

(
1

3
+

1√
3

)
− 2

3a
arccos

{
1

4

[(
t⊥b
t1

√
t1t⊥a
t2t⊥b

)2

− 5

]}
(F.30)



Apêndice G

Ponto de Sela da Superf́ıcie Λ3(kσ, ω) -

Substrato

G.1 Teste da segunda derivada parcial

Consideremos a matriz Hessiana,

Hess(k, ω) =

(
∂2

∂ω2 Λ3(kσ, ω) ∂
∂ω

∂
∂k

Λ3(kσ, ω)
∂
∂k

∂
∂ω

Λ3(kσ, ω) ∂2

∂k2
Λ3(kσ, ω)

)
, (G.1)

onde Λ3(kσ, ω) = ωaωb− T 2
φ , tendo em mente as definições da equação (4.54) e a equação

(4.73). Antes de analisar o determinante da matriz Hessiana, devemos primeiramente

determinar as coordenadas do ponto cŕıtico (k0, ω0), para isso, iniciemos escrevendo,

∂

∂ω
Λ3(kσ, ω)

∣∣∣∣
(ω0,k0)

= 0;
∂

∂k
Λ3(kσ, ω)

∣∣∣∣
(ω0,k0)

= 0. (G.2)

Como primeiro resultado, obtemos,

∂

∂ω
Λ3(kσ, ω) = 2ω − Ua 〈n̂akσ̄〉 − Ub 〈n̂bkσ̄〉 , (G.3)

∂

∂ω
Λ3(kσ, ω)

∣∣∣∣
(ω0,k0)

= 0 ⇒ ω0 = [Ua 〈n̂ak0σ̄〉+ Ub 〈n̂bk0σ̄〉]/2, (G.4)

onde ω0 nada mais é do que a energia ωΛkσ no ponto k0. A obtenção de k0 é um pouco

mais trabalhosa e o faremos detalhadamente abaixo, e para isso, iniciamos escrevendo,

∂

∂k
Λ3(kσω) = −Ua[ω − Ub 〈n̂bkσ̄〉]

∂ 〈n̂akσ̄〉
∂k

− Ub[ω − Ua 〈n̂akσ̄〉]
∂ 〈n̂bkσ̄〉
∂k

−
∂T 2

φ

∂k
(G.5)

Uma vez que T 2
φ = t2[3 + 2 cos(

√
3aky) + 4 cos(3akx/2) cos(

√
3aky/2)], e considerando a

relação,

kx = k cos θ; ky = k sin θ, (G.6)
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podemos escrever,

∂T 2
φ

∂k
=
∂T 2

φ

∂kx

∂kx
∂k

+
∂T 2

φ

∂ky

∂ky
∂k

(G.7)

onde,

∂T 2
φ

∂kx

∂kx
∂k

= −6at2 sin(3akx/2) cos(
√

3aky/2) cos θ, (G.8)

∂T 2
φ

∂ky

∂ky
∂k

= −2
√

3at2[sin(
√

3aky) + cos(3akx/2) sin(
√

3aky/2)] sin θ, (G.9)

logo,

∂

∂k
Λ3(kσ, ω) = −Ua[ω − Ub 〈n̂bkσ̄〉]

∂ 〈n̂akσ̄〉
∂k

− Ub[ω − Ua 〈n̂akσ̄〉]
∂ 〈n̂bkσ̄〉
∂k

+6at2 sin(3akx/2) cos(
√

3aky/2) cos θ + 2
√

3at2 sin(
√

3aky) sin θ

+2
√

3at2 cos(3akx/2) sin(
√

3aky/2) sin θ

. (G.10)

Quando k corresponde ao ponto de Dirac, kx = 2π/3a e ky = 2π/3
√

3a, de forma que a

equação G.10 se reduz a,

∂

∂k
Λ3(kσ, ω)

∣∣∣∣
(ω0,k0)

= −Ua[ω0 − Ub 〈n̂bk0σ̄〉]
∂ 〈n̂akσ̄〉
∂k

∣∣∣∣
(ω0,k0)

−Ub[ω0 − Ua 〈n̂ak0σ̄〉]
∂ 〈n̂bkσ̄〉
∂k

∣∣∣∣
(ω0,k0)

.

(G.11)

onde, k0 =
√
k2
x + k2

y = 4π/3
√

3a. Substituindo ω0 na equação G.11, somos levados a,

∂

∂k
Λ3(kσ, ω)

∣∣∣∣
(ω0,k0)

=
1

2

[
Ub
∂ 〈n̂bkσ̄〉
∂k

∣∣∣∣
(ω0,k0)

− Ua
∂ 〈n̂akσ̄〉
∂k

∣∣∣∣
(ω0,k0)

]
[Ua 〈n̂ak0σ̄〉 − Ub 〈n̂bk0σ̄〉]

(G.12)

Vamos usar como condição de contorno as autoenergias do sistema aplicadas aos pontos

ω0 e k0, a final, a solução f́ısica é obtida em Λ3,kσ(ω) = 0, de onde obtemos,

ω± =
1

2
[Ua 〈n̂akσ̄〉+ Ub 〈n̂bkσ̄〉]±

1

2

√
[Ua 〈n̂akσ̄〉 − Ub 〈n̂bkσ̄〉]2 + 4t2|Φk|2. (G.13)

[2ω± − Ua 〈n̂akσ̄〉 − Ub 〈n̂bkσ̄〉]2 = [Ua 〈n̂akσ̄〉 − Ub 〈n̂bkσ̄〉]2 + 4t2|Φk|2. (G.14)



202 G.1 Teste da segunda derivada parcial

Aplicando ω± = ω0 e k = k0, na equação (G.14), lembrando que o módulo quadrado do

fator de estrutura se anula no ponto de Dirac, somos conduzidos a,

Ua 〈n̂ak0σ̄〉 = Ub 〈n̂bk0σ̄〉 , (G.15)

o que, por fim, nos permite escrever a equação (G.12) como,

∂

∂k
Λ3(kσ, ω)

∣∣∣∣
(ω0,k0)

= 0; onde ω0 = [Ua 〈n̂ak0σ̄〉+ Ub 〈n̂bk0σ̄〉]/2 e k0 = 4π/3
√

3a

(G.16)

Deste modo, encontramos as coordenadas do ponto cŕıtico (k0, ω0), sendo k0 o ponto de

Dirac e ω0 a enegia ωΛkσ no respectivo ponto.

Consideremos agora o determinante da matriz Hessiana, definida em G.1,

detHess(k, ω) =
∂2

∂ω2
Λ3(kσ, ω)

∂2

∂k2
Λ3(kσ, ω)−

[
∂

∂k

∂

∂ω
Λ3(kσ, ω)

]2

, (G.17)

por definição, temos as seguintes possibilidades para o determinante da matriz Hessiana

quando são aplicadas as coordenadas do ponto cŕıtico,





detHess(k0, ω0) > 0 : (k0, ω0) pode ser um ponto de máximo ou mı́nimo,

detHess(k0, ω0) < 0 : (k0, ω0) é um ponto de sela,

detHess(k0, ω0) = 0 : não se pode fazer conclusão

(G.18)

Com o objetivo de mostrar que k0 e ω0 são as coordenadas de um ponto de sela da

superf́ıcie Λ3(kσ, ω), faremos a derivada segunda das equações G.3 e G.10, realizando ao

final o teste da segunda derivada parcial segundo os critérios do determinante da matriz

Hessiana. Primeiramente, obtemos,

∂2

∂ω2
Λ3(kσ, ω)

∣∣∣∣
(ω0,k0)

= 2, (G.19)

Prosseguindo, escrevemos,

∂2

∂k2
Λ3(kσ, ω) = 2UaUb

∂ 〈n̂akσ̄〉
∂k

∂ 〈n̂bkσ̄〉
∂k

− Ua[ω − Ub 〈n̂bkσ̄〉]
∂2 〈n̂akσ̄〉
∂k2

−Ub[ω − Ua 〈n̂akσ̄〉]
∂2 〈n̂bkσ̄〉
∂k2

− ∂

∂k

∂T 2
φ

∂k

(G.20)
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onde,

∂

∂k

∂T 2
φ

∂k
=

[
∂

∂kx

(
∂T 2

φ

∂k

)
∂kx
∂k

+
∂

∂ky

(
∂T 2

φ

∂k

)
∂ky
∂k

]
, (G.21)

sendo,

∂

∂kx

(
∂T 2

φ

∂k

)
∂kx
∂k

= −9a2t2 cos(3akx/2) cos(
√

3aky/2) cos2 θ

+3
√

3a2t2 sin(3akx/2) sin(
√

3aky/2) sin θ cos θ,

(G.22)

e,

∂

∂ky

(
∂T 2

φ

∂k

)
∂ky
∂k

= 3
√

3a2t2 sin(3akx/2) sin(
√

3aky/2) cos θ sin θ

−6a2t2 cos(
√

3aky) sin2 θ − 3a2t2 cos(3akx/2) cos(
√

3aky/2) sin2 θ

(G.23)

logo,

∂2

∂k2
Λ3(kσ, ω) = 2UaUb

∂ 〈n̂akσ̄〉
∂k

∂ 〈n̂bkσ̄〉
∂k

− Ua[ω − Ub 〈n̂bkσ̄〉]
∂2 〈n̂akσ̄〉
∂k2

−Ub[ω − Ua 〈n̂akσ̄〉]
∂2 〈n̂bkσ̄〉
∂k2

+9a2t2 cos(3akx/2) cos(
√

3aky/2) cos2 θ

−6
√

3a2t2 sin(3akx/2) sin(
√

3aky/2) sin θ cos θ

+6a2t2 cos(
√

3aky) sin2 θ + 3a2t2 cos(3akx/2) cos(
√

3aky/2) sin2 θ

(G.24)

Aplicando k0 e ω0, a equação (G.24) se reduz a,

∂2

∂k2
Λ3(kσ, ω)

∣∣∣∣
(ω0,k0)

= −9

2
a2t2 + 2UaUb

∂ 〈n̂akσ̄〉
∂k

∣∣∣∣
(ω0,k0)

.
∂ 〈n̂bkσ̄〉
∂k

∣∣∣∣
(ω0,k0)

−Ua
2

[Ua 〈n̂ak0σ̄〉 − Ub 〈n̂bk0σ̄〉]
∂2 〈n̂akσ̄〉
∂k2

∣∣∣∣
(ω0,k0)

−Ub
2

[Ub 〈n̂bk0σ̄〉 − Ua 〈n̂ak0σ̄〉]
∂2 〈n̂bkσ̄〉
∂k2

∣∣∣∣
(ω0,k0)

(G.25)

Vamos novamente usar como condição de contorno as autoenergias do sistema, mas desta

vez, derivando a equação (G.14) com respeito a k, de onde obtemos,

2[2ω± − Ua 〈n̂akσ̄〉 − Ub 〈n̂bkσ̄〉]
[
−Ua

∂ 〈n̂akσ̄〉
∂k

− Ub
∂ 〈n̂bkσ̄〉
∂k

]
=

2[Ua 〈n̂akσ̄〉 − Ub 〈n̂bkσ̄〉]
[
Ua
∂ 〈n̂akσ̄〉
∂k

− Ub
∂ 〈n̂bkσ̄〉
∂k

]
+ 4

∂T 2
φ

∂k
.

(G.26)
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Aplicando k0 e ω0, tendo em vista que
∂T 2

φ

∂k
se anula no ponto de Dirac, a equação (G.26)

se reduz a,

[Ua 〈n̂ak0σ̄〉 − Ub 〈n̂bk0σ̄〉]
[
Ua
∂ 〈n̂akσ̄〉
∂k

∣∣∣∣
(ω0,k0)

− Ub
∂ 〈n̂bkσ̄〉
∂k

∣∣∣∣
(ω0,k0)

]
= 0, (G.27)

cujas as duas soluções são,

Ua 〈n̂ak0σ̄〉 = Ub 〈n̂bk0σ̄〉 ; Ua
∂ 〈n̂akσ̄〉
∂k

∣∣∣∣
(ω0,k0)

= Ub
∂ 〈n̂bkσ̄〉
∂k

∣∣∣∣
(ω0,k0)

(G.28)

Utilizando (G.28), escrevemos (G.25) como

∂2

∂k2
Λ3(kσ, ω)

∣∣∣∣
(ω0,k0)

= −9

2
a2t2 + 2U2

a

[
∂ 〈n̂akσ̄〉
∂k

∣∣∣∣
(ω0,k0)

]2

(G.29)

A última quantidade que resta a determinar para então podermos avaliar o determinante

Hessiano é dada por,

∂

∂k

∂

∂ω
Λ3(kσω)

∣∣∣∣
(ω0,k0)

= −Ua
∂ 〈n̂akσ̄〉
∂k

∣∣∣∣
(ω0,k0)

− Ub
∂ 〈n̂bkσ̄〉
∂k

∣∣∣∣
(ω0,k0)

, (G.30)

que pode ser reescrita, utilizando (G.28), como,

∂

∂k

∂

∂ω
Λ3(kσ, ω)

∣∣∣∣
(ω0,k0)

= −2Ua
∂ 〈n̂akσ̄〉
∂k

∣∣∣∣
(ω0,k0)

. (G.31)

Por fim, podemos avaliar o determinante,

detHess(k0, ω0) =
∂2

∂ω2
Λ3(kσ, ω)

∣∣∣∣
ω=ω0

∂2

∂k2
Λ3(kσ, ω)

∣∣∣∣
k=k0

−
[
∂

∂k

∂

∂ω
Λ3(kσ, ω)

∣∣∣∣
k=k0

]2

,

(G.32)

detHess(k0, ω0) = −9a2t2. (G.33)

Uma vez que o parâmetro de rede a e o termo hopping t são grandezas positivas, conclúı-

mos que,

detHess(k0, ω0) = −9a2t2 < 0, (G.34)

portanto, segundo o critério (G.18), fica-se demonstrado que o ponto de Dirac e a energia

ωΛkσ no respectivo ponto, são as coordenadas (k0,ω0) de um ponto de sela da superf́ıcie

Λ3,kσ(ω).
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Figura G.1 - Superf́ıcie Λ3(kσ, ω). Em a) e b) Ua = 0 e 8 eV respectivamente, com Ub = 0 eV. Adotou-se
t = 2, 97 eV.
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Figura G.2 - Superf́ıcie Λ3(kσ, ω). Em a) e b) Ub = 1 e 8 eV respectivamente, com Ua = 2 eV. Adotou-se
t = 2, 97 eV.
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Figura G.3 - Superf́ıcie Λ3(kσ, ω). Em a) e b) Ua = Ub = 4 e 9 eV respectivamente. Adotou-se t = 2, 97
eV.
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Gráficos adicionais SnSe1−x, Sn1−xSe,

SnSe1−xAgx, Sn1−xSeAgx
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Figura H.1 - Componente tensorial xx da condutividade elétrica em função da temperatura e potencial
qúımico para as monocamadas de SnSe1−x e Sn1−xSe, na abordagem DFT+U. O valor do VBM e da
energia de Fermi foi adotado como energia de referência e para as estruturas semicondutoras e metálicas,
respectivamente.
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Figura H.2 - Componente tensorial xx[yy] da condutividade elétrica em função da temperatura e potencial
qúımico para as monocamadas de SnSe1−xAgx e Sn1−xSeAgx, na abordagem DFT+U. A energia de Fermi
foi usada como energia de referência.
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Figura H.3 - Componente tensorial xx[yy] da condutividade térmica eletrônica em função da temperatura
e potencial qúımico para as monocamadas de SnSe1−x e Sn1−xSe, na abordagem DFT+U.
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Figura H.4 - Componente tensorial xx[yy] da condutividade térmica eletrônica em função da temperatura
e potencial qúımico para as monocamadas de SnSe1−xAgx e Sn1−xSeAgx, na abordagem DFT+U.
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Figura H.5 - Componente tensorial xx[yy] do coeficiente de Seebeck em função da temperatura e potencial
qúımico para as monocamadas de SnSe1−x e Sn1−xSe, na abordagem DFT+U.
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Figura H.6 - Componente tensorial xx[yy] do coeficiente de Seebeck em função da temperatura e potencial
qúımico para as monocamadas de SnSe1−xAgx e Sn1−xSeAgx, na abordagem DFT+U.
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Figura H.7 - Componente tensorial xx[yy] do fator de potência em função da temperatura e potencial
qúımico para as monocamadas de SnSe1−x e Sn1−xSe, na abordagem DFT+U.
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Figura H.8 - Componente tensorial xx[yy] do fator de potência em função da temperatura e potencial
qúımico para as monocamadas de SnSe1−xAgx e Sn1−xSeAgx, na abordagem DFT+U.
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Figura H.9 - Componente tensorial xx[yy] da figura de mérito em função da temperatura e potencial
qúımico para as monocamadas de SnSe1−x e Sn1−xSe, na abordagem DFT+U.
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Figura H.10 - Componente tensorial xx[yy] da figura de mérito em função da temperatura e potencial
qúımico para as monocamadas de SnSe1−xAgx e Sn1−xSeAgx, na abordagem DFT+U.



Apêndice I
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Figura I.1 - Potencial quimico em função da temperatura e concentração de portadores.
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Figura I.2 - Condutividade elétrica (coluna da esquerda) e Condutividade térmica eletrônica (coluna da
direita) em função do potencial qúımico e temperatura.
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Figura I.3 - Coeficiente de Seebeck (coluna da esquerda) e Fator de potência (coluna da direita) em função
do potencial qúımico e temperatura.
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Figura I.4 - Figura de mérito em função do potencial qúımico e temperatura (coluna da esquerda) e
condutividade elétrica, térmica eletrônica, coeficiente de Seebeck e fator de potência (coluna da direita)
em função do potencial qúımico à 300K.
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